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Introducción general

El estudio de la lógica puede abordarse esencialmente desde dos perspectivas comple-
mentarias. Por un lado, el enfoque sintáctico, que analiza las reglas deductivas y las
propiedades formales de un sistema lógico sin recurrir a interpretaciones externas. Por
otro lado, el enfoque semántico, cuyo objetivo es asociar las fórmulas bien formadas con
estructuras que les otorguen significado.

Dentro de este enfoque semántico, los retı́culos distributivos acotados ocupan un
lugar central, ya que aparecen como reductos de diversas álgebras que sirven como
semánticas algebraicas de múltiples sistemas lógicos. Asimismo, las representaciones
topológicas de estructuras algebraicas desempeñan un papel fundamental en la com-
prensión de la lógica. Las distintas representaciones disponibles para las álgebras que
sirven como semánticas algebraicas de una lógica dada permiten, en muchos casos, de-
sarrollar semánticas relacionales formuladas en términos de conjuntos y de relaciones
definidas sobre ellos.

El objetivo del presente trabajo es desarrollar un estudio sobre ciertos operadores
unarios definidos sobre retı́culos distributivos acotados desde dos enfoques diferentes.
Por un lado, se desarrolla una dualidad de tipo Priestley para retı́culos distributivos
acotados dotados de los operadores unarios mencionados, generalizando la dualidad
de Priestley clásica. Por el otro, se estudia la noción de extensión canónica como her-
ramienta para establecer representaciones sobre álgebras de conjuntos para retı́culos
distributivos acotados dotados de operadores unarios que satisfacen ciertas propiedades.

Este trabajo está compuesto por cuatro capı́tulos, cuyos contenidos se detallan a con-
tinuación:

1) El primer capı́tulo presenta las nociones preliminares necesarias para el desarrollo
de la tesis. Se introducen definiciones básicas y resultados clásicos sobre conjuntos
ordenados, teorı́a de retı́culos, álgebra universal, topologı́a y teorı́a de categorı́as.
Asimismo, se recordará la dualidad de Priestley para retı́culos distributivos acotados,
la cual será fundamental para nuestro trabajo.

2) El segundo capı́tulo introduce un marco general de dualidad tipo Priestley para
retı́culos distributivos acotados equipados con operadores unarios normales. Se de-
finen las categorı́as algebraicas y topológicas adecuadas, se construyen funtores duales
entre ellas, y se analizan fenómenos de simetrı́a que permiten

3) El tercer capı́tulo está dedicado al estudio de la extensión canónica para retı́culos
distributivos acotados dotados de operadores unarios normales. En este capı́tulo se
analizan sus propiedades básicas, se describe su comportamiento sobre elementos
abiertos y cerrados, y se establece cómo esta construcción permite obtener una rep-
resentación relacional de los operadores. Para cada tipo de operador considerado,
se obtiene una representación relacional que coincide con la obtenida mediante las
dualidades del capı́tulo anterior, mostrando ası́ la conexión entre ambos enfoques.
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4) En el cuarto capı́tulo se presentan aplicaciones de las dualidades desarrolladas. Se
estudia como primera aplicación en particular el caso de las álgebras de Ockham
como subcategorı́as de las categorı́as trabajadas en el capı́tulo 2 y cómo ciertas propiedades
ecuacionales de los operadores estudiados (preservación de uniones, idempotencia,
conmutatividad) se traducen en propiedades relacionales de los espacios obtenidos
(clausura, reflexividad, transitividad).



Capı́tulo 1

Preliminares

En el presente capı́tulo vamos a introducir las nociones elementales, la notación y los
resultados básicos que serán utilizados a los largo de este trabajo. Teniendo en cuenta
que el presente capı́tulo tiene un carácter introductorio, no serán demostrados cada
uno de los resultados citados, sino que remitiremos al lector interesado a los diversos
trabajos cientı́ficos y libros que se citan en cada sección.

1.1 Conjuntos, relaciones y órdenes
Comenzaremos por introducir las definiciones y la notación elemental sobre teorı́a de
conjuntos, relaciones binarias y relaciones de orden.

Sea X un conjunto no vacı́o. Denotaremos por PpXq al conjunto de todos los subcon-
juntos de X. Para U, V P PpXq escribimos U X V y U Y V para la intersección y unión,
respectivamente. Asimismo,

U c
“ tx P X : x R Uu y UzV “ tx P X : x P U y x R V u,

para indicar el complemento y la diferencia de conjuntos, respectivamente.

Sea tXiu
n
i“1 una familia finita de conjuntos. Indicaremos su producto cartesiano de la

siguiente manera:

n
ź

i“1

Xi “ tpx1, . . . , xnq : xi P Xi para cada 1 ď i ď nu.

En particular, si Xi “ X para todo i, escribimos Xn en lugar de
śn

i“1X.

Sean X, Y conjuntos. Una relación binaria R definida en el producto X ˆ Y es un
subconjunto R Ď X ˆ Y . En particular, si X “ Y diremos que R es una relación binaria
definida sobre X. Asimismo, dados U Ď X y V Ď Y definimos

RpUq “ ty P Y : px, yq P R para algún x P Uu y R´1
pV q “ tx P X : Rpxq X V ‰ Hu.

En particular, si U “ txu y V “ tyu escribiremos Rpxq y R´1pyq en lugar de Rptxuq y
R´1ptyuq, respectivamente.

Sean R, S dos relaciones definidas sobre X. La composición de R y S es una nueva
relación binaria que se define de la siguiente manera:

R ˝ S “ tpx, zq P X ˆX : D y P X, px, yq P R y py, zq P Su.

9
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Sea R una relacion binaria definida sobre un conjunto X. Diremos que R es un
orden parcial si es reflexiva, antisimétrica y transitiva. Cuando no haya ambigüedad,
denotaremos el orden parcial por ď y escribiremos x ď y para px, yq P ď. Llamaremos
conjunto parcialmente ordenado a cualquier par pX,ďq, donde X es un conjunto no vacı́o
y ď es una relacion de orden parcial definida sobre X).

El orden es total si para todo x, y P X se cumple x ď y o y ď x.

Sea pX,ďq un conjunto parcialmente ordenado y U Ď X. Decimos que U es un con-
junto creciente (o upset) si para todo x, y P X, de x P U y x ď y se sigue y P U . Denotamos
por UppXq el conjunto de todos los subconjuntos crecientes de X. Dualmente, V Ď X
es un conjunto decreciente (o downset) si de x P V y y ď x se sigue y P V ; su familia se
denota DopXq.

Para U Ď X definimos el creciente y el decreciente generados por U :

rUq “ ty P X : Du P U, u ď yu, pU s “ ty P X : Du P U, y ď uu.

En particular, si U “ txu escribiremos rxq y pxs en lugar de rtxuq y ptxus.

Una función f : X Ñ Y es una relación f Ď X ˆ Y tal que para cada x P X existe un
único y P Y con px, yq P f . La denotaremos como f : X Ñ Y . Si U Ď X indicaremos la
imagen del conjunto U por medio de f como

f rU s “ ty P Y : Dx P U, fpxq “ yu,

Si V Ď Y indicaremos la imagen inversa de V por medio de f como

f´1
rV s “ tx P X : fpxq P V u.

Sean pX,ďq e pY,ďq dos conjuntos parcialmente ordenados y f : X Ñ Y una función.
La función f se dirá:

• monótona si a ď b implica fpaq ď fpbq;

• antimonótona si a ď b implica fpbq ď fpaq;

• isomorfismo de orden si es biyectiva y a ď b ðñ fpaq ď fpbq;

• isomorfismo de orden dual si es biyectiva y a ď b ðñ fpbq ď fpaq.

1.2 Álgebra universal
En esta sección recordaremos algunas nociones básicas de álgebra universal que serán
de gran utilidad en los capı́tulos centrales de este trabajo. Para un tratamiento más
detallado de los conceptos mencionados, remitimos al lector los textos clásicos [2, 3].

Definición 1.2.1. Un lenguaje algebraico (o tipo algebraico) es un par pL, arq, donde L
es un conjunto de sı́mbolos y ar : L Ñ N0 es una función, llamada aridad, que asigna a
cada sı́mbolo f P L un número entero arpfq. Aquı́ N0 “ t0, 1, 2, . . . u denota el conjunto de
los enteros naturales que incluyen al cero.

Definición 1.2.2. Un álgebra A de tipo L es un par A “ pA,Lq, donde A es un con-
junto no vacı́o, el cual llamaremos universo, y para cada sı́mbolo f P L de aridad n, se
especifica una operación (u operador) fA : An Ñ A.
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Sea A “ pA,Lq un álgebra de tipo L. En caso de que el tipo algebraico sea claro por
el contexto, denotaremos simplemente el álgebra por A y su universo por A en lugar de
A “ pA,Lq.

Definición 1.2.3. Sean A,B álgebras de tipo L. Diremos que B es una subálgebra de A
si B Ď A y para toda operación f P L y todo pb1, . . . , bnq P Bn se cumple

fB
pb1, . . . , bnq “ fA

pb1, . . . , bnq.

Equivalentemente, B es un subuniverso de A si es cerrado bajo las operaciones del lenguaje.
En tal caso escribimos B ď A.

Definición 1.2.4. Una función α : A Ñ B es un homomorfismo de álgebras si para toda
operación f P L de aridad n y todo a1, . . . , an P A se cumple

αpfA
pa1, . . . , anqq “ fB

pαpa1q, . . . , αpanqq.

Denotaremos por HompA,Bq el conjunto de todos los homomorfismos. El homomorfismo
identidad de A se denota IdA.

Diremos que:

• α es un monomorfismo si es inyectiva; en tal caso se escribe α : A ãÑ B.

• α es un epimorfismo si es sobreyectiva.

• α es un isomorfismo si es biyectiva, en cuyo caso A – B.

• α es un endomorfismo si A “ B.

Definición 1.2.5. Sea I un conjunto de ı́ndices y tAiuiPI una familia de álgebras del
mismo tipo. Su producto

ś

iPI Ai es el álgebra de universo
ś

iPI Ai, donde las operaciones
se definen coordenada a coordenada:

f
ś

Aipa1, . . . , anqpiq “ fAipa1piq, . . . , anpiqq.

Para cada j P I, la proyección sobre la j-ésima coordenada πj :
ś

iPI Ai Ñ Aj es un
homomorfismo.

1.3 Topologı́a
En esta sección recordaremos las nociones topológicas básicas que serán necesarias en
los capı́tulos siguientes. Para una exposición detallada remitimos a [11].

Definición 1.3.1. Sea X un conjunto no vacı́o. Una topologı́a sobre X es una familia
τ Ď PpXq que cumple:

1. H, X P τ ;

2. si tUiuiPI Ď τ , entonces
Ť

iPI Ui P τ ;

3. si U1, . . . , Uk P τ , entonces
Şk

i“1 Ui P τ .

El par pX, τq se llama espacio topológico.
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Sean pX, τq un espacio topológico y U un subconjunto de X. Diremos que U es un
conjunto τ -abierto, o simplemente abierto, si U P τ . Un subconjunto V Ď X se dirá
cerrado si V c es abierto. Un conjunto que es simultáneamente abierto y cerrado se
denomina clopen.

Definición 1.3.2. Sea pX, τq un espacio topológico y A Ď X. La clausura de A en pX, τq
se define como

Clτ pAq “
č

tV Ď X : A Ď V, V es cerradou,

y el interior de A como
Intτ pAq “

ď

tO P τ : O Ď Au.

Cuando no haya necesidad de hacer referencia concreta a τ , escribiremos simplemente
ClpAq e IntpAq en lugar de Clτ pAq y Intτ pAq, respectivamente.

Definición 1.3.3. Sea X un conjunto no vacı́o. Una familia B Ď PpXq se dice base para
una topologı́a en X si satisface:

1.
ď

BPB
B “ X;

2. para cualesquiera B1, B2 P B y x P B1 XB2, existe B3 P B tal que x P B3 Ď B1 XB2.

La topologı́a generada por B es la familia de todas las uniones arbitrarias de elemen-
tos de B.

Definición 1.3.4. Sea pX, τq un espacio topológico. Una familia B Ď τ se dice base de
pX, τq si cumple:

1. B Ď τ ;

2. para todo U P τ y todo x P U , existe B P B tal que x P B Ď U .

Definición 1.3.5. Una subbase para una topologı́a τ sobre X es una familia S Ď PpXq
tal que

Ť

SPS S “ X. La topologı́a generada por S es la de todos los conjuntos U Ď X que
cumplen: para cada x P U existen S1, . . . , Sn P S con x P S1 X ¨ ¨ ¨ X Sn Ď U .

Definición 1.3.6. Sea pX, τq un espacio topológico. Una familia tUiuiPI Ď τ se denomina
cubrimiento abierto de X si

X “
ď

iPI

Ui.

Definición 1.3.7. Un espacio topológico pX, τq es compacto si para todo cubrimiento
abierto tUiuiPI de X existe un subcubrimiento finito, es decir,

X “ Ui1 Y ¨ ¨ ¨ Y Uin para algunos i1, . . . , in P I.

Definición 1.3.8. Sea pX, τq un espacio topológico y V Ď X un subespacio con la topologı́a
inducida τV . Decimos que V es compacto si pV, τV q es compacto.

Notemos que, para un espacio topológico pX, τq, hemos definido la noción de compaci-
dad para el espacio completo. Sin embargo, el siguiente lema proporciona un criterio
equivalente para determinar la compacidad de un subconjunto cualquiera de X.

Lema 1.3.9 ([11, Lema 26.1]). Sean pX, τq un espacio topológico y V Ď X. Las siguientes
afirmaciones son equivalentes:
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1. pV, τV q es un subespacio compacto.

2. Para todo cubrimiento tUiuiPI de V por τ -abiertos, existe un subcubrimiento finito
Ui1 , . . . , Uin de τ -abiertos de V .

Definición 1.3.10. Sea pX, τq un espacio topológico. Diremos que:

• pX, τq es T0 si para cualesquiera x ‰ y P X existe U P τ tal que x P U, y R U o bien
y P U, x R U ;

• pX, τq es T1 si para cualesquiera x ‰ y P X existen abiertos U, V P τ con x P U, y R U
y y P V, x R V ;

• pX, τq es T2 (o Hausdorff) si para todo x ‰ y P X existen U, V P τ con x P U , y P V y
U X V “ H.

Definición 1.3.11. Sean pX, τq y pY, τ 1q espacios topológicos y f : X Ñ Y una función.
Diremos que f es continua si, para todo abierto U P τ 1, la preimagen f´1rU s es un abierto
de pX, τq.

Por otro lado, diremos que f es un homeomorfismo si es biyectiva, continua y su in-
versa f´1 también es continua. En tal caso, los espacios pX, τq y pY, τ 1q se dicen homeo-
morfos.

1.4 Categorı́as
Recordaremos brevemente las nociones básicas de teorı́a de categorı́as que serán uti-
lizadas a lo largo de este trabajo. Para una exposición más general referimos al lector
interesado a los siguientes textos [1].

Definición 1.4.1. Una categorı́a C consta de los siguientes datos:

(1) una colección denominada ObpCq, cuyos elementos se llaman objetos;

(2) una colección denominada FlepCq, cuyos elementos se llaman morfismos o flechas;

(3) dos aplicaciones Dom,Cod : FlepCq Ñ ObpCq, que asignan a cada morfismo su dominio
y su codominio;

(4) una operación de composición que, dada una pareja de morfismos f, g tales que
Codpfq “ Dompgq, produce un nuevo morfismo g ˝ f con Dompg ˝ fq “ Dompfq y
Codpg ˝ fq “ Codpgq;

(5) para cada objeto x existe un morfismo identidad Idx : xÑ x;

(6) la composición es asociativa y las identidades actúan como neutros, es decir,

h ˝ pg ˝ fq “ ph ˝ gq ˝ f, IdCodpfq ˝ f “ f “ f ˝ IdDompfq.

Si f es un morfismo de C con dominio x “ Dompfq y codominio y “ Codpfq, se escribe
f : xÑ y. El conjunto de todos los morfismos de C que van de x a y se denota Cpx, yq.

Definición 1.4.2. Sea C una categorı́a y f : x Ñ y un morfismo. Se dice que f es un
isomorfismo si existe un morfismo g : y Ñ x tal que

g ˝ f “ Idx, f ˝ g “ Idy.

En tal caso los objetos x e y se dicen isomorfos en C.



14 CAPÍTULO 1. PRELIMINARES

Definición 1.4.3. A toda categorı́a C se le asocia su categorı́a opuesta Cop, que posee
los mismos objetos y los mismos morfismos, pero con las direcciones invertidas. Formal-
mente,

Cop
px, yq “ Cpy, xq, gop ˝ f op

“ pf ˝ gqop.

Definición 1.4.4. Sea C una categorı́a. Una subcategorı́a D de C consta de:

(a) una colección de objetos ObpDq, donde cada objeto de D es también un objeto de C;

(b) para cada par de objetos X, Y de D, una colección de flechas DpX, Y q, consistente
exclusivamente en flechas de CpX, Y q;

(c) para cada objeto X de D, la flecha identidad en D coincide con la identidad corre-
spondiente en C;

(d) la composición en D es la restricción de la composición de C: si f : X Ñ Y y g : Y Ñ Z
son flechas de D, entonces g ˝ f (calculada en C) es una flecha de D.

La subcategorı́a D se dice plena si, además, para cada par de objetos X, Y de D, toda
flecha de C con dominio X y codominio Y pertenece también a la colección DpX, Y q.

Definición 1.4.5. Sean C y D categorı́as. Un funtor covariante es un mapeo F : C Ñ D
que asigna:

(1) a cada objeto x de C, un objeto F pxq de D;

(2) a cada morfismo f : xÑ y de C, un morfismo F pfq : F pxq Ñ F pyq de D;

que preserva identidades y composición, es decir:

F pIdxq “ IdF pxq, F pg ˝ fq “ F pgq ˝ F pfq.

Si F invierte la dirección de los morfismos, de manera que de un morfismo f : xÑ y en C
produce un morfismo F pfq : F pyq Ñ F pxq en D, entonces F se llama funtor contravariante.
En tal caso se lo escribe F : CÑ Dop.

Definición 1.4.6. Dada una categorı́a C, se define el funtor identidad

IC : CÑ C, ICpxq “ x, ICpfq “ f.

Definición 1.4.7. Sean F,G : C Ñ D dos funtores covariantes. Una transformación nat-
ural θ : F ñ G es una asignación que a cada objeto X de C le asocia un morfismo

θX : F pXq ÝÑ GpXq

en la categorı́a D, de manera tal que para cada morfismo f : X Ñ Y en C, el siguiente
diagrama conmuta:

F pXq GpXq

F pY q GpY q.

θX

F pfq Gpfq

θY

Es decir,
Gpfq ˝ θX “ θY ˝ F pfq.
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Definición 1.4.8. Sean C y D categorı́as. Una equivalencia de categorı́as entre C y D está
dada por un par de funtores covariantes

F : CÑ D, G : DÑ C,

y por dos transformaciones naturales

θ : IC ñ G ˝ F, ϕ : ID ñ F ˝G,

tales que cada morfismo componente θC y ϕD es un isomorfismo. En este caso se dice que
C y D son equivalentes.

Definición 1.4.9. Sean C y D dos categorı́as. Diremos que C y D son dualmente equiva-
lentes si existe una equivalencia de categorı́as entre C y Dop (o entre Cop y D). En este caso
se dice que C y D son categorı́as duales.

Definición 1.4.10. Sean C y D dos categorı́as. Decimos que C y D son isomorfas si existen
funtores

F : C ÝÑ D, G : D ÝÑ C,

tales que se cumplen las igualdades estrictas

F ˝G “ ID, G ˝ F “ IC.

En este caso se escribe
C – D.

1.5 Retı́culos
Los retı́culos, y en particular los retı́culos distributivos acotados, constituyen el reducto
algebraico de la mayorı́a de las estructuras que aparecerán a lo largo de esta tesis. En
esta sección introduciremos sus propiedades básicas y algunos resultados clásicos que
utilizaremos posteriormente. Para un estudio más detallado referimos al lector a [6, 13].

Definición 1.5.1. Un retı́culo es un álgebra L “ pL,^,_q de tipo p2, 2q tal que, para
cualesquiera a, b, c P L, se cumplen las siguientes igualdades:

(1) a^ pb^ cq “ pa^ bq ^ c y a_ pb_ cq “ pa_ bq _ c;

(2) a^ b “ b^ a y a_ b “ b_ a;

(3) a^ a “ a y a_ a “ a;

(4) a^ pb_ aq “ a y a_ pb^ aq “ a.

La noción de retı́culo está estrechamente vinculada a la de conjunto parcialmente or-
denado. Si L “ pL,^,_q es un retı́culo, se define sobre L una relación de orden mediante
las operaciones del lenguaje algebraico de la siguiente manera:

a ď b ðñ a “ a^ b ðñ b “ b_ a.

Recı́procamente, si pL,ďq es un conjunto parcialmente ordenado que admite ı́nfimo y
supremo para cada par de elementos, la estructura pL,^,_q dada por

a^ b “ infta, bu, a_ b “ supta, bu,

es un retı́culo. Ası́, un retı́culo puede considerarse indistintamente como un álgebra
de tipo p2, 2q o como un conjunto parcialmente ordenado para el cual siempre existen
ı́nfimos y supremos de subconjuntos finitos.
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Definición 1.5.2. Un retı́culo L “ pL,^,_q posee un primer elemento (o elemento infe-
rior) si existe 0 P L tal que 0^a “ 0 para todo a. De modo dual, posee un último elemento
(o elemento superior) si existe 1 P L tal que a_ 1 “ 1 para todo a. Cuando existen ambos,
se dice que el retı́culo es acotado.

Definición 1.5.3. Un retı́culo L “ pL,^,_q es distributivo si para todo a, b, c P L se
cumple

a^ pb_ cq “ pa^ bq _ pa^ cq.

Esta condición es equivalente a su forma dual:

a_ pb^ cq “ pa_ bq ^ pa_ cq.

1.5.1 Filtros e ideales
Definición 1.5.4. Sea L “ pL,^,_q un retı́culo. Un subconjunto no vacı́o F Ď L se llama
filtro si satisface:

(1) F es creciente con respecto al orden de L;

(2) si a, b pertenecen a F , entonces a^ b también pertenece a F (es decir, F es cerrado bajo
ı́nfimos).

Un filtro F se dira propio si F ‰ L, es decir, está propiamente contenido en L.

Cuando L es acotado con elemento superior 1, la condición anterior equivale a exigir
que 1 pertenezca a F , que F sea creciente y cerrado bajo ı́nfimos.

Definición 1.5.5. Un filtro P de L se denomina filtro primo si es propio y cumple que
para todos a, b P L, si a_ b pertenece a P , entonces a o b pertenece a P .

Cuando L es distributivo, denotaremos por FipLq el conjunto de todos los filtros de L,
y por X pLq el conjunto de los filtros primos.

Definición 1.5.6. Sean L un retı́culo distributivo acotado y X un subconjunto no vacı́o
de L. El filtro generado por X es el menor filtro de L que contiene a todos los elementos
de X. Escribiremos Fg

L
pXq para indicar al filtro generado por el conjunto X.

El siguiente es un resultado conocido de la teorı́a de retı́culos distributivos acotados.
Solo enunciaremos dicho resultado. Una prueba del mismo puede encontrarse en [[13,
Lema 2.4.5]].

Lema 1.5.7. Sea L un retı́culo distributivo acotado. Si X un subconjunto no vacı́o de L
entonces:

Fg
L
pXq “ t a P L : existen x1, . . . , xn en X tales que x1 ^ ¨ ¨ ¨ ^ xn ď a u.

Las nociones de filtro y filtro primo jugarán un rol central a lo largo de este trabajo.
Sin embargo, pueden definirse sus nociones duales, las cuales también jugarán un papel
muy importante.

Definición 1.5.8. Sea L “ pL,^,_q un retı́culo. Un subconjunto no vacı́o I Ď L se dirá
ideal si satisface las siguiente condiciones:

(1) I es decreciente respecto del orden de L,
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(2) si a, b pertenecen a I, entonces a_b pertenece a I (es decir, I es cerrado bajo supremos).

Un ideal I se dirá propio si I ‰ L, es decir, está propiamente contenido en L.

Si L es un retı́culo acotado con elemento inferior 0, entonces I es un ideal si y sólo si
contiene a 0, es decreciente y es cerrado bajo supremos.

Definición 1.5.9. Un ideal I de L se dirá ideal primo si es propio y para todo par a, b P L,
si a^ b P I entonces a P I o b P I.

Denotaremos por IdepLq el conjunto de todos los ideales de L, y por YpLq el conjunto
de todos los ideales primos.

Definición 1.5.10. Sean L un retı́culo distributivo acotado y X un subconjunto no vacı́o
de L. El ideal generado por X es el menor ideal de L que contiene a todos los elementos
de X y lo indicaremos por Ig

L
pXq.

Lema 1.5.11. Sea L un retı́culo distributivo acotado. Si X es un subconjunto no vacı́o
de L entonces

Ig
L
pXq “ t a P L : existen x1, . . . , xn en X tales que a ď x1 _ ¨ ¨ ¨ _ xn u.

Teorema 1.5.12. Sea L “ pL,^,_, 0, 1q un retı́culo distributivo acotado. Para todo P Ď L
se tiene:

P P X pLq ðñ P c
P YpLq,

donde P c “ LzP .

Demostración: Probaremos ambas implicaciones.

• ñ) Sea P un filtro primo. Vamos a verificar que P c es un ideal primo. Comenzare-
mos mostrando que P c es decreciente. En efecto supongamos que a R P y b ď a.
Por absurdo, si b P P se sigue que a P P , puesto que P es creciente, lo que es una
contradicción. Veamos ahora que que P c es cerrado por _. En efecto, supongamos,
por absurdo, que a, b R P y a_ b P P . Se sigue entonces que, al ser P un filtro primo,
a P P o b P P , lo que es una contradicción. Luego, a _ b P P c. Por último, veamos
que P c es un ideal primo. Supongamos que a ^ b P P c y asumiremos que a, b P P .
Teniendo en cuenta que P es filtro, se sigue entonces que a ^ b P P por cierre de
P bajo ^, lo que resulta en una contradicción. Por tanto a R P o b R P , es decir P c

resulta un ideal primo

(ð) Si I “ P c es un ideal primo, un razonamiento dual muestra que Ic “ P es
creciente, cerrado bajo ^ y primo respecto de _. Por lo tanto P es un filtro primo.

El siguiente resultado juega un papel central en la teorı́a de retı́culos distributivos
acotados y, en particular, en este trabajo.

Teorema 1.5.13 ([13, Teorema 2.4.13], Teorema del Filtro Primo). Sean L “ pL,^,_, 0, 1q
un retı́culo distributivo acotado, F un filtro e I un ideal tales que F X I “ H. Entonces
existe un filtro primo P de L tal que F Ď P y P X I “ H.

Definición 1.5.14. Sean L1 “ pL1,^1,_1q y L2 “ pL2,^2,_2q retı́culos. Una función
f : L1 Ñ L2 se denomina homomorfismo de retı́culos si para todo par a, b P L1 se verifican
las siguiente condiciones:

fpa^1 bq “ fpaq ^2 fpbq, fpa_1 bq “ fpaq _2 fpbq.
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Es inmediato que la función identidad y la composición de homomorfismos de retı́culos
son nuevamente homomorfismos. Esta simple observación nos permite establecer la
siguiente proposición.

Proposición 1.5.15. Los retı́culos distributivos acotados, junto con los homomorfismos
de retı́culos, constituyen una categorı́a, a la que llamaremos BDL. La composición de
flechas se define como la composición usual de funciones y la identidad de cada objeto
está dada por el morfismo identidad Id.

1.5.2 El retı́culo dual
En esta subsección recordaremos la construcción del retı́culo dual de un retı́culo dis-
tributivo acotado, ası́ como algunas consecuencias inmediatas que utilizaremos más
adelante.

Definición 1.5.16. Sea L “ pL,^,_, 0, 1q un retı́culo distributivo acotado. Se define su
retı́culo dual de la siguiente manera:

L´1
“

´

L,_L´1

,^L´1

, 1L
´1

, 0L
´1
¯

,

donde, a_L´1
b “ a^L b, a^L´1

b “ a_L b, 0L´1
“ 1L y 1L

´1
“ 0L.

Observación 1.5.17. A partir de la Definición 1.5.16, el orden de L´1 viene dado por la
relación

b ď´1 a ðñ a ď b en L.

Equivalente y más explı́citamente:

b ď´1 a ðñ b “ b^L´1

a ðñ a “ a_L´1

b.

Observación 1.5.18. Toda afirmación válida para retı́culos distributivos acotados puede
ser expresada dualmente en el retı́culo dual L´1. En particular, los filtros de L correspon-
den a los ideales de L´1, y viceversa.

Lema 1.5.19. Para todo retı́culo L y todo i P t˘1u se tiene

pL´1
q
i
“ L´i.

Demostración: Si i “ 1, entonces claramente pL´1q1 “ L´1.
Si i “ ´1, al aplicar nuevamente p´1q vemos que se revierten las operaciones de L´1

y recupera L, por lo que pL´1q
´1
“ L.

Definición 1.5.20. Sea L un retı́culo distributivo acotado y i P t1,´1u. Un subconjunto
no vacı́o I Ď L se llamará i-ideal si cumple que:

1) Si a P I y b P L son tales que b ďi a, entonces b P I;

2) Si a, b P I, entonces a_Li
b P I.

De este modo:

• si i “ 1, los i-ideales coinciden con los ideales de L;

• si i “ ´1, los i-ideales coinciden con los filtros de L.



1.6. DUALIDAD DE PRIESTLEY 19

Lema 1.5.21. Sea L un retı́culo distributivo acotado y P Ď L. Entonces

P P X pL´1
q ðñ P c

P X pLq.

Demostración: (ñ) Si P P X pL´1q, entonces P es un filtro primo en L´1. Teniendo en
cuenta la definición de retı́culo dual, se sigue que P es un ideal primo en L, por tanto
P P YpLq. Por el Teorema 1.5.12, el complemento de un ideal primo es un filtro primo;
en consecuencia, P c P X pLq.

(ð) Podemos aplicar un razonamiento análogo, recordando que pP cqc “ P .

1.6 Dualidad de Priestley
La dualidad de Priestley constituye el caso base sobre el cual se extenderán las duali-
dades consideradas en capı́tulos posteriores. Describe una correspondencia contravari-
ante entre la categorı́a algebraica de los retı́culos distributivos acotados y una categorı́a
de espacios topológicos parcialmente ordenados. Esta versión utiliza el espectro de fil-
tros primos, en lugar del de ideales primos introducido originalmente por H. A. Priestley
en [12]. Para un desarrollo clásico y referencias adicionales remitimos a [6, 5, 13].

Espacios de Priestley

Definición 1.6.1. Un espacio de Priestley es una terna pX,ď, τq tal que:

(1) pX, τq es un espacio topológico compacto;

(2) pX,ďq es un conjunto parcialmente ordenado;

(3) para todo par x, y P X con x ę y, existe un conjunto U que es clopen y creciente tal
que x P U y y R U .

Observación 1.6.2. La propiedad (3) de la Definicion 1.6.1 nos indica que el espacio
topológico es totalmente disconexo en el orden. Dicha propiedad es conocida como axioma
de separación de Priestley.

Definición 1.6.3. Sea pX,ď, τq un espacio de Priestley. Definimos:

DpXq “ tU Ď X : U es clopen y creciente u,
∆pXq “ tV Ď X : V es clopen y decreciente u,

OpUppXq “ tO P τ : O es creciente u,
ClUppXq “ tC Ď X : C es cerrado y creciente u.

El siguiente resultado (ver [[13, Lema 6.5.1]]) sobre espacios de Priestley nos permite
dar una buena caracterización de abiertos y cerrados del espacio, por medio de uniones
e intersecciones de elementos de la base.

Lema 1.6.4. Sea pX,ď, τq un espacio de Priestley. Entonces pX,ď, τq es un espacio Haus-
dorff. Más aún, si C Ď X es cerrado y creciente, y x R C, entonces existe U P DpXq tal que
C Ď U y x R U .

Corolario 1.6.5. En todo espacio de Priestley pX,ď, τq se cumple:

(1) cada cerrado creciente es intersección (posiblemente infinita) de elementos de DpXq;
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(2) cada abierto creciente es unión (posiblemente infinita) de elementos de DpXq.

Definición 1.6.6. Sean pX1,ď1, τ1q y pX2,ď2, τ2q espacios de Priestley. Una función f : X1 Ñ

X2 es un morfismo de espacios de Priestley si se cumple que:

1. f es continua.

2. f es monótona.

Proposición 1.6.7. Los espacios de Priestley, junto con las funciones continuas y monótonas,
constituyen una categorı́a, a la que llamaremos PS. La composición de flechas se define
como la composición usual de funciones y la identidad de cada objeto está dada por el
morfismo identidad Id.

Función σL de Stone
Ahora recordaremos la noción clásica de función de Stone, que asocia a cada elemento

de un retı́culo distributivo acotado el conjunto de filtros primos que lo contienen.

Definición 1.6.8. Sea L “ pL,^,_, 0, 1q un retı́culo distributivo acotado. La función de
Stone asociada a L es una aplicación σL : LÑ PpX pLqq, definida de la siguiente manera:

σLpaq “ tP P X pLq : a P P u,

donde, recordemos, X pLq es el conjunto de filtros primos de L.

Recordemos que, para cada conjunto X ‰ H el álgebra pPpXq,X,Y,H, Xq es un
retı́culo distributivo acotado. En particular, si L es un retı́culo distributivo acotado,
entonces

pPpX pLqq,X,Y,H,X pLqq ,

es un retı́culo distributivo acotado y σL : L Ñ PpX pLqq resulta una aplicación entre am-
bos retı́culos. El resultado que sigue mostrará que, en efecto, resulta ser un homomor-
fismo de retı́culos distributivos acotados.

Lema 1.6.9 ([13, Lema 2.5.10]). Para todo a, b P L:

σLp0q “ H, σLp1q “ X pLq, σLpa^ bq “ σLpaq X σLpbq, σLpa_ bq “ σLpaq Y σLpbq.

Corolario 1.6.10. Todo retı́culo distributivo L es isomorfo a una subálgebra de PpX pLqq
por medio de la aplicación de Stone σL.

El funtor X : BDLÑ PS

En este apartado introducimos el funtor que asocia a cada retı́culo distributivo aco-
tado un espacio de Priestley. Su propósito es traducir información algebraica en infor-
mación topológica y ordenada, de modo de preparar el terreno para las dualidades que
aparecerán más adelante.

Comenzaremos describiendo la acción de dicho funtor sobre los objetos, luego su
acción sobre las flechas, y finalmente comprobaremos que las asignaciones obtenidas
constituyen efectivamente un funtor contravariante.

Sea L “ pL,_,^, 0, 1q un retı́culo distributivo acotado. Definimos la estructura

XpLq “ pX pLq, τL,ĎLq,

donde:
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• ĎL es la relación de orden dada por la inclusión sobre el conjunto de los filtros
primos;

• la topologı́a τL está generada por la subbase SL “ tσLpaq : a P Lu Y tσLpaq
c : a P Lu.

Teniendo en cuenta la definición de subbase, es sencillo comprobar que los conjuntos de
la forma σLpaqzσLpbq con a, b P L forman una base de abiertos para τL.

Teorema 1.6.11. Para todo retı́culo distributivo acotado L, la terna

XpLq “ pX pLq, τL,ĎLq,

es un espacio de Priestley.

Demostración: Sea L un retı́culo distributivo acotado. Vamos a comprobar que XpLq
satisface los tres requisitos de la Definición 1.6.1.

(1) Veamos que pX pLq, τLq es compacto. Sean tUiuiPI abiertos que cubren X pLq y supong-
amos, hacia un absurdo, que no existe un subcubrimiento finito.

Cada Ui es unión de conjuntos básicos de la forma

σLpa1q X ¨ ¨ ¨ X σLpamq X σLpb1q
c
X ¨ ¨ ¨ X σLpbnq

c.

Si un conjunto de este tipo contiene a un filtro primo P , entonces

a1, . . . , am P P y b1, . . . , bn R P.

Como no hay subcubrimiento finito, para cada elección finita de ı́ndices F Ď I existe
un filtro primo PF que no pertenece a ninguno de los Ui con i P F . Para cada tal PF ,
definamos

AF “ t a P L : a P PF u, BF “ t b P L : b R PF u.

El punto clave es que, para todo i P I, existe algún filtro primo PF que satisface
simultáneamente todas las condiciones

a R PF y b P PF

que definen los conjuntos básicos incluidos en Ui. En otras palabras, para cada i
podemos seleccionar un filtro PF que evita explı́citamente todos los requisitos que
harı́an que PF cayera en Ui.

Consideremos ahora el conjunto

F “
ď

FĎI finito

AF .

Este conjunto es no vacı́o y cerrado hacia arriba, y siempre que a, b P F , alguna de
las elecciones PF contiene ambos, por lo que a ^ b P F . Por tanto, F genera un filtro
propio de L.

Por el Teorema del filtro primo, existe un filtro primo P que contiene a F . Como
cada PF evita todos los Ui, el filtro P también evita todos los Ui. Esto contradice la
suposición de que los Ui cubren X pLq.
Por lo tanto, existe un subcubrimiento finito y el espacio es compacto.
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(2) Veamos que pX pLq,ĎLq es un conjunto parcialmente ordenado. La relación ĎL es la
inclusión entre filtros primos, y por ser una inclusión, es reflexiva, antisimétrica y
transitiva. Luego pX pLq,ĎLq es un conjunto parcialmente ordenado.

(3) Veamos que se cumple el axioma de separación de Priestley. Sea P,Q P X pLq con
P Ę Q. Entonces existe a P P zQ. En particular:

P P σLpaq, Q P σLpaq
c.

Observemos que:

- σLpaq es creciente: si P P σLpaq y P Ď R, entonces a P R y por tanto R P σLpaq;

- σLpaq es clopen porque pertenece a la subbase generadora y su complemento también
pertenece a ella.

Ası́, el conjunto clopen creciente U “ σLpaq separa P y Q como exige la Definición 1.6.1.

Hemos verificado las tres condiciones, por lo que XpLq es un espacio de Priestley.

A continuación vamos a describir la acción del funtor sobre las flechas.
Sea f : L1 Ñ L2 una flecha en la categorı́a BDL. Definimos la aplicación Xpfq : XpL2q Ñ

XpL1q de la siguiente manera:
XpfqpP q “ f´1

rP s.

En el siguiente resultado, comprobaremos que efectivamente, Xpfq es una flecha en la
categorı́a PS.

Lema 1.6.12. Sea f : L1 Ñ L2 una flecha en la categorı́a BDL. Entonces la aplicación
Xpfq es una flecha en PS.

Demostración: Veamos que Xpfq es continua y preserva el orden. En efecto, para
comprobar la continuidad tomemos un conjunto U abierto básico de XpL1q, es decir,
U “ σL1paq, para algún a P L1. Entonces

Xpfq´1
rσL1paqs “ tP P XpL2q : a P f

´1
rP su “ tP : fpaq P P u “ σL2pfpaqq,

que es un clopen creciente; luego Xpfq es continua. La monotonı́a es inmediata porque
la preimagen preserva inclusiones.

Teorema 1.6.13. Las asignaciones previamente descriptas L ÞÑ XpLq y f ÞÑ Xpfq definen
un funtor contravariante

X : BDLÑ PS.

Demostración: Recordemos que, por Definición 1.4.5, para verificar que una asignación
define un funtor contravariante debemos comprobar dos condiciones:

1. Preservación de identidades. Sea L un objeto de BDL. Entonces

XpIdLqpP q “ Id´1
L rP s “ P,

para todo P P X pLq, lo cual muestra que XpIdLq “ IdXpLq.
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2. Preservación de la composición. Sean

L1
f
ÝÑ L2

g
ÝÑ L3

morfismos en BDL. Para cada P P X pL3q,

Xpg ˝ fqpP q “ pg ˝ fq´1
rP s “ f´1

“

g´1
rP s

‰

“ Xpfq
`

XpgqpP q
˘

.

Por lo tanto,
Xpg ˝ fq “ Xpfq ˝ Xpgq,

lo cual verifica la regla de composición propia de los funtores contravariantes.

Con ambas propiedades satisfechas, concluimos que X : BDL Ñ PS es un funtor con-
travariante.

En conclusión, el funtor X asigna a cada retı́culo distributivo acotado una estructura
topológico-ordenada que captura de manera adecuada a su comportamiento algebraico,
y envı́a homomorfismos de retı́culos a aplicaciones continuas y monótonas.

El funtor D : PSÑ BDL

En este apartado introducimos el funtor que asocia a cada espacio de Priestley un
retı́culo distributivo acotado formado por sus clopens crecientes. Comenzaremos descri-
biendo su acción sobre los objetos, luego su acción sobre las flechas, y finalmente de-
mostraremos que dichas asignaciones definen efectivamente un funtor contravariante
entre las categorı́as involucradas.

Sea pX,ď, τq un espacio de Priestley. Definimos

DpXq “ pDpXq,X,Y,H, Xq,

donde DpXq es el conjunto de los clopen crecientes de X.
Veamos que esta estructura es realmente un retı́culo distributivo acotado.

Lema 1.6.14. Para todo espacio de Priestley pX,ď, τq, la estructura

DpXq “ pDpXq,X,Y,H, Xq

es un retı́culo distributivo acotado.

Demostración: Mostraremos sucesivamente que DpXq es cerrado bajo las operaciones
propuestas, que estas definen un retı́culo y que dicho retı́culo es distributivo y acotado.
Cerradura. Sean U, V P DpXq. Como ambos son clopen y crecientes, tanto su intersección
como su unión finita U X V es abierta, cerrada y creciente. Por lo tanto, U X V, U Y V P

DpXq.
Estructura de retı́culo. Las operaciones X y Y satisfacen las leyes de conmutatividad,
asociatividad y absorción porque son las operaciones usuales de conjuntos. Por cierre,
dichas operaciones permanecen dentro de DpXq, por lo que pDpXq,X,Yq es un retı́culo.
Distributividad. Como la intersección y la unión de conjuntos satisfacen las leyes dis-
tributivas, el retı́culo resultante es distributivo.
Acotado. El conjunto vacı́o H y el total X son ambos clopen y crecientes; actúan como
los elementos mı́nimo y máximo del retı́culo respectivamente. Por lo tanto, DpXq es un
retı́culo distributivo acotado.
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Veamos ahora su acción sobre morfismos. Sea g : pX1,ď1, τ1q Ñ pX2,ď2, τ2q un mor-
fismo en la categorı́a PS. Definimos

Dpgq : DpX2q Ñ DpX1q, DpgqpUq “ g´1
rU s.

Lema 1.6.15. Sea g : pX1,ď1, τ1q Ñ pX2,ď2, τ2q un morfismo en PS. Entonces la aplicación

Dpgq : DpX2q Ñ DpX1q, DpgqpUq “ g´1
rU s.

es un homomorfismo de retı́culos distributivos acotados.

Demostración: Debemos probar dos cosas: (i) que la preimagen de un clopen creciente
sigue siendo un clopen creciente, y (ii) que la preimagen preserva las operaciones del
retı́culo.
(i) La preimagen de un clopen creciente es clopen creciente. Sea U P DpX2q. Entonces U
es clopen y creciente.

• Como g es continua, g´1rU s es abierto; y como U es cerrado, también g´1rU s lo es.

• Sea x, y P X1 tales que x ď1 y y x P g´1rU s. Entonces gpxq ď2 gpyq (monotonı́a de g)
y gpxq P U . Como U es creciente, gpyq P U , por lo que y P g´1rU s.

Ası́, g´1rU s P DpX1q.
(ii) Preservación de las operaciones. Para cualesquiera U, V P DpX2q,

g´1
rU X V s “ g´1

rU s X g´1
rV s, g´1

rU Y V s “ g´1
rU s Y g´1

rV s.

Además,
g´1
rX2s “ X1, g´1

rHs “ H.

Todas estas igualdades se siguen directamente de las propiedades básicas de la preima-
gen. Por lo tanto, Dpgq es un homomorfismo de retı́culos distributivos acotados.

Veamos por último que estas asignaciones definen un funtor:

Teorema 1.6.16. Las asignaciones X ÞÝÑ DpXq y g ÞÝÑ Dpgq definen un funtor con-
travariante

D : PSÑ BDL.

Demostración: Sea X un objeto de PS. La preimagen respecto de la identidad satisface

DpIdXqpUq “ Id´1
X rU s “ U,

es decir DpIdXq “ IdDpXq.
Si X1

g
ÝÑ X2

h
ÝÑ X3, entonces para todo U P DpX3q,

Dph ˝ gqpUq “ ph ˝ gq´1
rU s “ g´1

rh´1
rU ss “ DpgqpDphqpUqq,

por lo que Dph˝gq “ Dpgq˝Dphq. Esto muestra la compatibilidad con la composición.

Con esto queda completamente especificado el funtor contravariante D : PS Ñ BDL,
que asigna a cada espacio de Priestley el retı́culo distributivo acotado de sus clopens
crecientes y a cada flecha monótona y continua su correspondiente preimagen.
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Las transformaciones naturales y la dualidad

En esta parte presentamos las aplicaciones que permiten comparar, para cada retı́culo
distributivo acotado, la estructura original con la reconstruida mediante la doble apli-
cación de los funtores construidos en las secciones anteriores. Del mismo modo, para
cada espacio de Priestley introduciremos una aplicación que permite recuperar el punto
original a partir de los clopens crecientes que lo contienen. Estas construcciones serán
esenciales para demostrar la dualidad completa entre ambas categorı́as.

Recordemos primero que, para cada retı́culo distributivo acotado L, la aplicación de
Stone

σL : L ÝÑ PpX pLqq, σLpaq “ tP P X pLq : a P P u,

es un homomorfismo de retı́culos. El siguiente resultado afirma que esta aplicación de-
scribe completamente el retı́culo cuando se la interpreta dentro de la estructura DpXpLqq.

Teorema 1.6.17. Para cada retı́culo distributivo acotado L, la aplicación de Stone

σL : L ÝÑ DpXpLqq

es un isomorfismo de retı́culos distributivos acotados.

Demostración: Demostraremos que σL es un homomorfismo inyectivo y sobreyectivo.
(i) σL es un homomorfismo. El Lema 1.6.9 establece que

σLpa^ bq “ σLpaq X σLpbq, σLpa_ bq “ σLpaq Y σLpbq,

y que σLp0q “ H, σLp1q “ X pLq. Esto prueba que σL preserva todas las operaciones del
retı́culo.
(ii) Inyectividad. Sean a, b P L tales que σLpaq “ σLpbq. Suponiendo a ę b, el Teorema del
Filtro Primo (Teorema 1.5.13) nos garantiza la existencia de P P X pLq con a P P y b R P ,
lo cual implica

P P σLpaqzσLpbq,

contradicción. Por lo tanto a ď b. Un argumento simétrico prueba b ď a, con lo cual
a “ b.
(iii) Sobreyectividad. Sea U P DpX pLqq. Como U y U c son cerrados de un espacio com-
pacto, ambos son compactos.

Para cada P P U y cada Q P U c, dado que U es creciente tenemos P Ę Q. Por el
Teorema del Filtro Primo, existe aPQ P L tal que

aPQ P P y aPQ R Q.

Es decir,
P P σLpaPQq, Q P σLpaPQq

c.

Fijado P P U , la familia tσLpaPQq
c : Q P U cu cubre U c. Como U c es compacto, existen

Q1, . . . , Qn P U
c tales que

U c
Ď σLpaPQ1q

c
Y ¨ ¨ ¨ Y σLpaPQnq

c.

Equivalentemente,

U c
Ď σLpaP q

c, donde aP “ aPQ1 ^ ¨ ¨ ¨ ^ aPQn .
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Por tanto,
σLpaP q Ď U, y además P P σLpaP q.

Los conjuntos tσLpaP q : P P Uu cubren U . Como U es compacto, existen P1, . . . , Pm P U
tales que

U “ σLpaP1q Y ¨ ¨ ¨ Y σLpaPmq.

Sea ahora
a “ aP1 _ ¨ ¨ ¨ _ aPm .

Entonces
σLpaq “ σLpaP1q Y ¨ ¨ ¨ Y σLpaPmq “ U.

Esto prueba que todo U P DpX pLqq es de la forma σLpaq para algún a P L, es decir, que σL
es sobreyectiva.

Concluimos que σL es un isomorfismo de retı́culos distributivos acotados.

Pasemos ahora a la construcción dual. Sea pX,ď, τq un espacio de Priestley. Quer-
emos reconstruir cada punto del espacio a partir del conjunto de todos los clopens cre-
cientes que lo contienen. Esto se logra mediante la siguiente aplicación.

ϵX : X ÝÑ XpDpXqq, ϵXpxq “ tU P DpXq : x P U u.

Teorema 1.6.18. Para todo espacio de Priestley pX,ď, τq, la aplicación ϵX : X Ñ XpDpXqq
es un isomorfismo en la categorı́a PS.

Demostración: Notemos que como pX,ď, τq un espacio de Priestley, por el Lema 1.6.4,
este espacio es Hausdorff, por lo que basta con probar que es biyectiva y continua para
probar que es un homeomorfismo. Además, probaremos monotonı́a para terminar de ver
que es un morfismo en PS.
(i) Monotonı́a. Sean x ď y. Si U es un clopen creciente que contiene a x, entonces, por
definición de conjunto creciente, también contiene a y. Esto implica ϵXpxq Ď ϵXpyq.
(ii) Continuidad. Sea U P DpXq. Los abiertos básicos de XpDpXqq son los de la forma
σDpXqpUq. Calculemos su preimagen:

ϵ´1
X rσDpXqpUqs “ tx P X : U P ϵXpxqu “ tx P X : x P Uu “ U,

que es un clopen creciente de X. Luego ϵX es continua.
(iii) Inyectividad. Sean x ‰ y. Por el axioma de separación de Priestley, existe un clopen
creciente U con x P U y y R U . Entonces U P ϵXpxq pero U R ϵXpyq, ası́ que ϵXpxq ‰ ϵXpyq.
(iv) Sobreyectividad. Queremos ver que ϵX es sobreyectiva. Como ϵX es continua (por
((ii))) y X es compacto, el conjunto ϵXpXq es compacto en XpDpXqq, y en particular es
cerrado.

Supongamos, hacia un absurdo, que ϵX no es sobreyectiva. Entonces existe Q P

X pDpXqq tal que Q R ϵXpXq. Puesto que ϵXpXq es cerrado y Q R ϵXpXq, existe, por el
axioma de separación de Priestley aplicado en XpDpXqq, un clopen creciente V tal que

Q P V y V X ϵXpXq “ ∅.

Podemos suponer sin pérdida de generalidad que V es un elemento básico, es decir,
que existen U,W P DpXq tales que

V “ σDpXqpUq X σDpXqpW q
c.
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En tal caso,
ϵ´1
X rV s “ ϵ´1

X rσDpXqpUqs X ϵ´1
X rσDpXqpW q

c
s “ U XW c.

Pero la condición V X ϵXpXq “ ∅ implica

ϵ´1
X rV s “ ∅, es decir, U XW c

“ ∅.

Luego U Ď W y por tanto
σDpXqpUq Ď σDpXqpW q.

Como Q P σDpXqpUq, se tiene U P Q. Y como σDpXqpUq Ď σDpXqpW q, también W P Q.
Pero Q P V implica Q R σDpXqpW q, es decir, W R Q. Esto es una contradicción. Por lo
tanto ϵX es sobreyectiva.
Con esto se prueba que ϵX es un isomorfismo en PS.

Teorema 1.6.19 (Condición de naturalidad). Sean f : L1 Ñ L2 un morfismo en BDL y
g : X1 Ñ X2 un morfismo en PS. Entonces los siguientes diagramas conmutan:

L1 DpXpL1qq

L2 DpXpL2qq

σL1

f DpXpfqq

σL2

X1 XpDpX1qq

X2 XpDpX2qq

ϵX1

g XpDpgqq

ϵX2

Demostración: Demostraremos la conmutatividad de cada diagrama por separado.

1. Naturalidad de σ.

Sea a P L1 y sea P P X pL2q. La rama izquierda del cuadrado envı́a a a fpaq, y luego:

σL2pfpaqq “ tP P X pL2q : fpaq P P u.

La rama superior–derecha envı́a primero

a ÞÑ σL1paq “ tQ P X pL1q : a P Q u,

y luego aplica DpXpfqq, cuya acción es la preimagen:

DpXpfqqpσL1paqq “ tP P X pL2q : f
´1
rP s P σL1paq u.

Pero
f´1

rP s P σL1paq ðñ a P f´1
rP s ðñ fpaq P P.

Por lo tanto:
DpXpfqqpσL1paqq “ tP : fpaq P P u “ σL2pfpaqq.

Ambas composiciones coinciden punto por punto; el primer diagrama conmuta.

2. Naturalidad de ϵ.

Sea x P X1. La rama izquierda envı́a x ÞÑ gpxq, y luego:

ϵX2pgpxqq “ tU P DpX2q : gpxq P U u.

Por otra parte:
ϵX1pxq “ tV P DpX1q : x P V u.
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Aplicando XpDpgqq, que actúa como preimagen, obtenemos:

XpDpgqqpϵX1pxqq “ tU P DpX2q : g
´1
rU s P ϵX1pxq u.

Pero
g´1
rU s P ϵX1pxq ðñ x P g´1

rU s ðñ gpxq P U.

Luego:
XpDpgqqpϵX1pxqq “ tU P DpX2q : gpxq P U u “ ϵX2pgpxqq.

Ası́, el segundo diagrama también conmuta.

De esta manera, las familias

σ “ tσLuL y ϵ “ tϵXuX

constituyen las transformaciones naturales

σ : IdBDL ñ D ˝ X. y ϵ : IdPS ñ X ˝D.

Con la verificación de la naturalidad de las aplicaciones σ “ tσLuL y ϵ “ tϵXuX , ya
contamos con todos los ingredientes necesarios para relacionar la estructura original
con su reconstrucción a través de los funtores X y D. Aquı́ se reúnen estos resultados y
establece de manera precisa que ambas construcciones forman una dualidad completa
entre retı́culos distributivos acotados y espacios de Priestley.

Teorema 1.6.20. Los funtores

X : BDLÑ PS, D : PSÑ BDL,

junto con las transformaciones naturales σ : IdBDL ñ D ˝ X y ϵ : IdPS ñ X ˝D, establecen
una dualidad entre las categorı́as BDL y PS.

Con esto se completa la construcción de ambos funtores, la verificación de su acción
sobre objetos y morfismos, y la comprobación de las transformaciones naturales que los
vinculan. La conmutatividad de los diagramas anteriores asegura que cada estructura
puede recuperarse ı́ntegramente a partir de su dual, consolidando ası́ la dualidad de
Priestley como correspondencia precisa entre lo algebraico y lo topológico–ordenado.



Capı́tulo 2

Dualidad tipo Priestley para
pi, jq-retı́culos

En el presente capı́tulo, desarrollaremos una dualidad de tipo Priestley para la categorı́a
cuyos objetos son retı́culos distributivos acotados dotados de ciertos operadores unarios
y cuyas flechas serán los homomorfismos de retı́culos que preservan los operadores en
cuestión. Para esto, introduciremos una categorı́a cuyos objetos son espacios de Priestley
dotados de ciertas relaciones binarias y las flechas serán homomorfismos entre dichos
espacios que satisfacen ciertas condiciones adicionales. El objetivo de este capı́tulo será
desarrollar una teorı́a general que abarque todos los operadores unarios normales que
pueden ser definidos sobre retı́culos distributivos acotados.

Comenzaremos introduciendo las definiciones elementales, las categorı́as involucradas
y algunos resultados básicos que serán utilizados a lo largo del presente capı́tulo. Luego,
estudiaremos una equivalencia dual entre las categorı́as algebraicas de pi, jq-retı́culos
con p´i,´jq-retı́culos. Por último, estableceremos la equivalencia dual entre la cate-
gorı́a algebraica de pi, jq-retı́culos con la categorı́a cuyos objetos son pi, jq-espacios de
Priestley.

2.1 Definiciones elementales
El objetivo de esta sección es presentar las nociones básicas que serán utilizadas a través
de este capı́tulo. Comenzaremos introduciendo aquellas necesarias para definir la cate-
gorı́a cuyos objetos son pi, jq-retı́culos. Luego, haremos lo propio para la categorı́a cuyos
objetos son espacios de Priestley relacionales, los cuales, como se verá posteriormente,
serán los objetos duales a los pi, jq-retı́culos.

Definición 2.1.1. Sea L un retı́culo distributivo acotado, m : LÑ L un operador unario
y pi, jq P t´1, 1u2. Decimos que m es un operador normal de tipo pi, jq si

1. m
´

0L
i
¯

“ 0L
j

2. @a, b P L : m
´

a_Li
b
¯

“ mpaq _Lj
mpbq,

donde, recordemos

0L
i

:“

"

0L si i “ 1
1L si i “ ´1 y a_Li

b :“

"

a_L b si i “ 1
a^L b si i “ ´1

Llamaremos pi, jq-retı́culo al par pL,mq.

29
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Observación 2.1.2. En [5] se estudian el concepto de _-homomorfismo sobre retı́culos
distributivos acotados. Recordemos que un join-homomorfismo entre dos retı́culos dis-
tributivos acotados L1 y L2 es una función h : L1 Ñ L2 que satisface hp0L1q “ 0L2 y
hpa _ bq “ hpaq _ hpbq para todo a, b P L1. En particular, si L es un retı́culo distribu-
tivo acotado y m es un _-homomorfismo sobre L, entonces pL,mq es un p1, 1q-retı́culo. Es
decir que la noción de pi, jq-retı́culo generaliza la de _-homomorfismo, pues si pL,mq es
un pi, jq-retı́culo entonces m : Li Ñ Lj es un _-homomorfismo entre los retı́culos Li y Lj.
Utilizaremos en el próximo capı́tulo esta interpretación de los operadores normales de
tipo pi, jq.

El estudio de operadores unarios sobre retı́culos distributivos acotados resulta de
gran interés, no sólo desde el punto de vista de la lógica modal, sino también por los
diferentes ejemplos que pueden encontrarse, ya sea en el álgebra como en la topologı́a.
A continuación brindaremos algunos ejemplos de pi, jq-retı́culos.

Ejemplo 1. Consideremos el par pL,␣q, donde L “ t0, a, b, 1u es el retı́culo distributivo
acotado de cuatro elementos y el operador unario ␣ : L Ñ L definido de la siguiente
manera:

x ␣x
0 0
a b
b a
1 1

Algunos cálculos simples muestran que el operador ␣ puede ser considerado como un
operador normal de tipo p1, 1q y un operador normal de tipo p´1,´1q simultáneamente.

1

a b

0

1

b a

0

Ejemplo 2. Consideremos ahora el par pL,„q, donde L es el retı́culo de cuatro elementos
del ejemplo anterior y „ el operador unario definido por

x „ x
0 1
a b
b a
1 0

En este caso, puede observarse que pL,„q puede ser considerado un p1,´1q operador y un
p´1, 1q operador simultáneamente.

Ejemplo 3. Sea pX, τq un espacio topológico. Recordemos de los preliminares las aplica-
ciones

Clτ pUq “
č

tF Ď X : F es cerrado en τ y U Ď F u, intτ pUq “
ď

tO P τ : O Ď Uu.

Estas funciones pueden considerarse como operadores unarios sobre el retı́culo pPpXq,Ďq.
El operador de clausura Clτ satisface

Clτ pHq “ H y Clτ pU Y V q “ Clτ pUq Y Clτ pV q,
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por lo que es un operador normal de tipo p1, 1q sobre PpXq. De manera dual, el operador
de interior intτ cumple

intτ pXq “ X y intτ pU X V q “ intτ pUq X intτ pV q,

siendo ası́ un operador normal de tipo p´1,´1q sobre el mismo retı́culo.

En el contexto de pi, jq-retı́culos, queremos no sólo preservar la estructura de retı́culo
sino también la acción del operador unario. Por tanto, definiremos a continuación qué
significa que una función entre dos tales estructuras respete simultáneamente el orden
y el operador. Esta noción generaliza la de homomorfismo de retı́culos al incorporar el
comportamiento del operador normal de tipo pi, jq.

Definición 2.1.3. Sea un par pi, jq P t´1, 1u2 fijo. Si pL1,m1q y pL2,m2q son dos pi, jq-
retı́culos y f : L1 Ñ L2 es una función. Diremos que f es un homomorfismo de pi, jq-
retı́culos si:

1. f es homomorfismo de retı́culos.

2. Para cada a P L1 se tiene que fpm1paqq “ m2pfpaqq. Es decir que el siguiente dia-
grama conmuta

L1 L2

L1 L2

f

m1 m2

f

Proposición 2.1.4. Sea pi, jq P t´1, 1u2. Entonces la clase de los pi, jq-retı́culos, con los
homomorfismos de pi, jq-retı́culos forman una categorı́a, cuya composición de flechas esta
dada por la composición usual de funciones y la flecha identidad esta dada por la función
identidad.

Demostración: Teniendo en cuenta que la composición de flechas está definida como
la composición usual de funciones, bastará con comprobar que la composición usual de
homomorfismos de pi, jq-retı́culos es nuevamente un homomorfismo de pi, jq-retı́culos y
además que la identidad es un homomorfismo de pi, jq-retı́culos. En efecto:

1. Composición de morfismos:

Sean f : pL1,m1q Ñ pL2,m2q y g : pL2,m2q Ñ pL3,m3q homomorfismos de pi, jq-retı́culos.

– Por definición, f y g son homomorfismos de retı́culos, luego su composición
también es un homomorfismo de retı́culos.

– Además, para todo a P L1:

pg ˝ fq
`

m1paq
˘

“ g
`

fpm1paqq
˘

“ g
`

m2pfpaqq
˘

“ m3

`

gpfpaqq
˘

“ m3

`

pg ˝ fqpaq
˘

.

Por tanto, g ˝ f conmuta con los operadores.

Ası́ g ˝ f es un homomorfismo de pi, jq-retı́culos.
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2. Identidad:

Sea pL,mq un pi, jq-retı́culo y definamos la función

IdL : LÑ L

IdLpaq “ a

(a) Homomorfismo de retı́culos. Para todo a, b P L,

IdLpa_ bq “ a_ b “ IdLpaq _ IdLpbq,

IdLpa^ bq “ a^ b “ IdLpaq ^ IdLpbq,

IdLp0q “ 0, IdLp1q “ 1.

(b) Conmutatividad con el operador. Para todo a P L,

IdL

`

mpaq
˘

“ mpaq “ m
`

IdLpaq
˘

(c) Ley de identidad. Sea f : pL1,m1q Ñ pL2,m2q un homomorfismo de pi, jq-retı́culos.
Entonces

f ˝ IdL “ f

IdL ˝ f “ f

De (a), (b) y (c) se concluye que para cada objeto pL,mq la flecha definida por

IdpL,mq :“ IdL

es la flecha identidad.

Ası́, de 1. y 2. se puede concluı́r que los pi, jq-retı́culos con los homomorfismos de pi, jq-
retı́culos constituyen una categorı́a.

Sea pi, jq P t´1, 1u2. Escribiremos BDLpi, jq para indicar la categorı́a cuyos objetos son
pi, jq-retı́culos y cuyas flechas son los homomorfismos de pi, jq-retı́culos.

A continuación, presentaremos las definiciones de las estructuras topológicas rela-
cionales, y sus correspondientes morfismos, para establecer la categorı́a que resultará
dual a BDLpi, jq. Antes de definir estas estructuras, fijaremos una notación que nos será
útil.

Definición 2.1.5. Sean pX,ďq un conjunto ordenado e i P t1,´1u. Definimos:

x ď
i y :“

#

x ď y, i “ 1,

y ď x, i “ ´1,

y para cualquier U Ď X,

U i :“

#

U, i “ 1,

XzU, i “ ´1.

Definición 2.1.6. Sean pX, τ,ďq un espacio de Priestley, pi, jq P t´1, 1u2, y R una relación
binaria definida sobre X. Diremos que R es una pi, jq-relación si satisface las siguientes
condiciones:
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1. @U P DpXq : rR´1pU iqsj P DpXq

2. Si px, yq R Rñ DU P DpXq : y P U i y Rpxq X U i “ H

Llamaremos pi, jq-espacio de Priestley a la estructura pX, τ,ď, Rq, donde pX,ď, τq es un
espacio de Priestley y R es una pi, jq-relación.

Definición 2.1.7. Sean pi, jq P t´1, 1u2, pX, τX ,ďX , RXq e pY, τY ,ďY , RY q dos pi, jq-espacios
de Priestley y f : X Ñ Y una función. Diremos que f es un morfismo de pi, jq-espacios de
Priestley si satisface las siguientes condiciones:

1. f es un morfismo en espacios de Priestley, es decir, f es continua y monótona.

2. Para todo par px, yq P RX , se tiene pfpxq, fpyqq P RY .

3. Para todo x P X y z P Y tales que pfpxq, zq P RY , existe y P X tal que px, yq P RX y
z ďi

Y fpyq.

Proposición 2.1.8. La clase de los pi, jq-espacios de Priestley con los morfismos de pi, jq-
espacios de Priestley constituyen una categorı́a, cuya composición de flechas es la com-
posición usual de funciones y la flecha identidad es la función identidad.

Demostración. Al igual que en la proposición previa, bastará con comprobar que tanto
la composición usual de morfismos de pi, jq-espacios de Priestley como la identidad son
morfismos de pi, jq-espacios de Priestley.

1. Composición de morfismos
Sean f : pX, τX ,ďX , RXq Ñ pY, τY ,ďY , RY q y g : pY, τY ,ďY , RY q Ñ pZ, τZ ,ďZ , RZq dos
morfismos de pi, jq-espacios de Priestley. Veamos que la composición satisface las
condiciones (1),(2) y (3) de la definicion 2.1.7:

– Como f y g son morfismos de espacios de Priestley y por lo tanto son continuos
y monótonos, su composición g ˝ f : X Ñ Z es continua y monótona, y por lo
tanto es un morfismo de espacios de Priestley.

– Para todo par px, yq P RX , tenemos que pfpxq, fpyqq P RY , ya que f es un mor-
fismo de pi, jq-espacios de Priestley. Puesto que g tambien lo es:

pgpfpxqq, gpfpyqqq P RZ .

Por lo tanto, ppg ˝ fqpxq, pg ˝ fqpyqq P RZ , y g ˝ f preserva las relaciones.
– Sean x P X, z P Z tal que pgpfpxqq, zq P RZ . Dado que g : Y Ñ Z es una flecha,

existe y P Y tal que pfpxq, yq P RY y z ďi
Z gpfpxqq. Dado que f : X Ñ Y es una

flecha, existe x1 P X tal que px, x1q P RX y y ďi
Y fpx1q. Por la monotonı́a de g, se

tiene que gpyq ďi
Z gpfpx1qq. Por lo tanto, px, x1q P RX , con z ďi

Z gpfpx1qq. Por lo
tanto, g ˝ f satisface la propiedad (3)

Por lo tanto, g ˝ f es un morfismo de pi, jq-espacios de Priestley.

2. Identidad
Sea pX, τX ,ďX , RXq un pi, jq-espacio de Priestley. Definimos

IdX : X Ñ X

x ÞÑ x

Veamos que también cumple la definición 2.1.7.
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– Claramente IdX es continua y monótona, luego es un morfismo de espacios de
Priestley.

– Para todo px, yq P RX ,

pIdXpxq, IdXpyqq “ px, yq P RX .

– Si pIdXpxq, zq P RX , es decir px, zq P RX , basta tomar y “ z, de modo que
px, yq P RX y

IdXpyq “ y ďi
X z.

De esta manera se concluye que para cada objeto pX, τX ,ďX , RXq la flecha definida
por

IdpX,τX ,ďX ,RXq :“ IdX .

es la flecha identidad.

Ası́, por lo anterior, podemos concluir que los pi, jq-espacios de Priestley con los pi, jq-
morfismos de Priestley forman una categorı́a.

Sea pi, jq P t´1, 1u2. Escribiremos PSpi, jq para denotar la categorı́a cuyos objetos son
los pi, jq-espacios de Priestley y cuyas flechas son los morfismos de pi, jq-espacios.

En sı́ntesis, en esta sección se han introducido las categorı́as BDLpi, jq y PSpi, jq, que
extienden respectivamente la categorı́a de los retı́culos distributivos acotados y la de los
espacios de Priestley. En las secciones siguientes construiremos los funtores contravari-
antes que establecen la equivalencia dual entre estas categorı́as, mostrando ası́ que la
dualidad de Priestley se extiende naturalmente al contexto de los pi, jq-retı́culos.

2.2 La conexión entre estructuras de tipo pi, jq con es-
tructuras p´i,´jq

El objetivo de la presente sección será mostrar que existe una fuerte conexión entre es-
tructuras de tipo pi, jq con las estructuras de tipo p´i,´jq, esto es, existe un isomorfismo
de categorı́as entre las categorı́as BDLpi, jq y BDLp´i,´jq y lo propio sucede con las cat-
egorı́as PSpi, jq y PSp´i,´jq. Estos isomorfismos, los cuales resultarán de gran ayuda
para el objetivo general de este capı́tulo, capturan el principio de dualidad presente en
los retı́culos y en los espacios de Priestley.

2.2.1 Isomorfismo entre BDLpi, jq y BDLp´i,´jq

En esta subsección estableceremos el isomorfismo entre las categorı́as BDLpi, jq y BDLp´i,´jq.
Para ello, comenzaremos con una observación estructural que permite reinterpretar
cualquier pi, jq-retı́culo como un p´i,´jq-retı́culo al pasar al retı́culo dual.

Sea pL,mq un pi, jq-retı́culo. Notemos que operador normal de tipo pi, jq puede ser
considerado como un operador de tipo p´i,´jq actuando sobre el retı́culo dual L´1. Esto
se sigue teniendo en cuenta la definición 1.5.16, ya que en L´1 se intercambian las op-
eraciones de ı́nfimo y supremo (y también los elementos 0 y 1).

A continuación, haremos uso de la observación previa para definir una asignacion
p´q˚ : BDLpi, jq Ñ BDLp´i,´jq, que actúa de la siguiente manera:
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Accion sobre Objetos: Sea pL,mq es un pi, jq-retı́culo. Definimos

pL,mq˚ “
`

L´1,m˚
˘

,

donde m˚ “ m, pero actúa sobre L´1.

Sobre Flechas: Sea f : pL1,m1q Ñ pL2,m2q un homomorfismo de pi, jq-retı́culos. Defini-
mos la aplicación f˚ : pL1,m1q

˚ Ñ pL2,m2q
˚, donde f˚ “ f .

Teniendo en cuenta las asignaciones pL,mq ÞÑ pL,mq˚ y f ÞÑ f˚ podemos establecer el
siguiente resultado:

Lema 2.2.1. Las asignaciones pL,mq ÞÑ pL,mq˚ y f ÞÑ f˚ definen un funtor covariante
p´q˚ : BDLpi, jq Ñ BDLp´i,´jq.

Demostración: Para mostrar que p´q˚ es un funtor covariante, veamos que cumple las
siguientes propiedades de la Definición 1.4.5:

1. Buena definición sobre objetos:
Sea pL,mq un pi, jq-retı́culo, es decir, se tiene

m
´

0L
i
¯

“ 0L
j

,

m
´

a_Li

b
¯

“ mpaq _Lj

mpbq para todo a, b P L.

Teniendo en cuenta que el lema 1.5.19, se tiene que:

0pL´1q
´i

“ 0L
i

y a_pL´1q´i

b “ a_Li

b

Asimismo,

m˚
´

0pL´1q
´i
¯

“ m
´

0L
i
¯

“ 0L
j

“ 0pL´1q
´j

Por otro lado, notemos que

m˚
´

a_pL´1q´i

b
¯

“ m˚
´

a_Li

b
¯

“ m
´

a_Li

b
¯

“ mpaq _Lj

mpbq

“ m˚
paq _pL´1q´j

m˚
pbq

Por lo tanto, pL,mq˚ “
`

L´1,m
˘

es un p´i,´jq-retı́culo, y el la asignación de p´q˚
sobre los objetos está bien definida.

2. Buena definición sobre flechas:
Sean pL1,m1q, pL2,m2q dos pi, jq-retı́culos y f : pL1,m1q Ñ pL2,m2q un homomorfismo
de pi, jq-retı́culos. Es sencillo comprobar que f˚ : L´1

1 Ñ L´1
2 es un homomorfismo

de retı́culos. Además, se sigue que

f˚
pm˚

paqq “ f˚
pmpaqq

“ fpmpaqq

“ mpfpaqq

“ m˚
pf˚
paqq
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Entonces f˚ es un homomorfismo de p´i,´jq-retı́culos. Por lo que la asignación
p´q˚ sobre las flechas está bien definida.

3. Preservación de la identidad:

Sea IdpL,mq : pL,mq Ñ pL,mq la flecha identidad en BDLpi, jq. Por la definición de
p´q˚ sobre flechas:

pIdpL,mqq
˚
“ IdpL,mq “ IdL “ IdpL´1,mq “ IdpL,mq˚

ya que la identidad no altera el orden. De modo que p´q˚ envı́a identidades en
identidades.

4. Preservación de la composición:

Sean f : pL1,m1q Ñ pL2,m2q y g : pL2,m2q Ñ pL3,m3q dos homomorfismos de BDLpi, jq.
Entonces:

pg ˝ fq˚ “ g ˝ f “ g˚
˝ f˚

puesto que por definición f˚ “ f y g˚ “ g.

Se sigue entonces que el par de asignaciones p´q˚ : BDLpi, jq Ñ BDLp´i,´jq es un funtor
covariante.

Observación. Es posible definir el funtor

p´q˚ : BDLp´i,´jq ÝÑ BDLpi, jq

de la misma forma que el funtor p´q˚, es decir
Sobre Objetos: Sea pL,mq un p´i,´jq-retı́culo. Definimos

pL,mq
˚
“
`

L´1,m˚

˘

,

donde m˚ “ m.
Sobre Flechas: Sea f : pL1,m1q Ñ pL2,m2q un homomorfismo de p´i,´jq-retı́culos.
Definimos la aplicación f˚ : pL1,m1q˚ Ñ pL2,m2q˚, donde f˚ “ f .

Se puede mostrar, de la misma manera que en el Lema 2.2.1 que se trata de un funtor
covariante.

A continuación, mostraremos que los funtores p´q˚ y p´q˚ son inversos y establecen
un isomorfismo entre las categorı́as BDLpi, jq y BDLp´i,´jq.

Teorema 2.2.2. La categorı́a BDLpi, jq es isomorfa a la categorı́a BDLp´i,´jq

Demostración. Veamos que p´q˚ y p´q˚ son inversos estrictos y por tanto exhiben un
isomorfismo de categorı́as. Basta verificar que ambas composiciones actúan como la
identidad sobre objetos y sobre morfismos.

Composición p´q˚ ˝ p´q˚. Sobre objetos, para todo pi, jq-retı́culo pL,mq:
`

pL,mq˚
˘

˚
“ pL´1,mq˚

“ ppL´1
q

´1,mq

“ pL,mq
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Sobre morfismos, sea f : pL1,m1q Ñ pL2,m2q entonces
`

f˚
˘

˚
“ f˚

“ f

De modo que p´q˚ ˝ p´q˚ “ IdBDLpi,jq

Composición p´q˚ ˝ p´q˚. Análogamente, para todo objeto y morfismo en BDLp´i,´jq
se verifica

`

pL,mq˚
˘˚
“ pL,mq

`

f˚

˘˚
“ f

de modo que p´q˚ ˝ p´q˚ “ IdBDLp´i,´jq.

Por la definición 1.4.10, estos hechos prueban el isomorfismo de categorı́as:

BDLpi, jq – BDLp´i,´jq

2.2.2 Isomorfismo entre PSpi, jq y PSp´i,´jq

Del mismo modo en que hemos conectado la categorı́a BDLpi, jq con la categorı́a BDLp´i,´jq,
en la presente sección estableceremos la equivalencia entre las categorı́as PSpi, jq y
PSp´i,´jq. Esto nos permite trasladar propiedades de pi, jq-espacios de Priestley a sus
correspondientes interpretaciones en el p´i,´jq espacio de Priestley isomorfo.

A continuación, se establecerá una asignación p´q` : PSpi, jq Ñ PSp´i,´jq, que actúa
sobre objetos y sobre morfismos de la siguiente manera:
Sobre objetos: Sea pX, τ,ď, Rq un pi, jq-espacio de Priestley, entonces

pX, τ,ď, Rq` “
`

X, τ,ď´1, R
˘

donde recordemos que ď´1 representa el orden dual a ď. Teniendo en cuenta que DpXq
denota la familia de clopens crecientes para el espacio pX, τ,ď, Rq, escribiremos

D`
pXq “ tV Ď X : V es clopen y creciente de pX, τ,ď, Rq`u

para denotar a los clopens crecientes sobre el orden dual. Nótese que son los clopens
decrecientes sobre pX, τ,ď, Rq.
Sobre flechas: Si pX1, τ1,ď1, R1q y pX2, τ2,ď2, R2q son dos pi, jq - espacios de Priestley y
f : X1 Ñ X2 es un morfismo de pi, jq-espacios de Priestley, entonces f` “ f .

Lema 2.2.3. El par de asignaciones pX,ď, τ, Rq ÞÑ pX,ď, τ, Rq` y f ÞÑ f`, establecen un
funtor p´q` : PSpi, jq Ñ PSp´i,´jq covariante.

Demostración. Nuevamente, para mostrar que p´q` es un funtor covariante, veamos
que cumple las propiedades de la Definición 1.4.5:

1. Buena definición sobre objetos

Vamos a comenzar comprobando que la asignación de p´q` : PSpi, jq Ñ PSp´i,´jq
sobre objetos está bien definida. En efecto, sea pX, τ,ď, Rq un pi, jq-espacio de
Priestley. Notemos que la estructura pX, τ,ď´1q también es un espacio de Priestley,
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ya que pX,ď´1q es un conjunto parcialmente ordenado y pX, τq es un espacio com-
pacto. Consideremos ahora x, y P X con x ę´1 y. Dado que pX, τ,ďq es un espacio
de Priestley, existe un conjunto U P DpXq tal que

y P U y x R U.

Consideremos el conjunto V “ U c. Es claro que V P D`pXq. Además, x P V , y dado
que y P U , se tiene y R V . Por lo tanto, pX, τ,ď´1q verifica la condición de separación
de Priestley y en consecuencia pX, τ,ď´1q es un espacio de Priestley.

Veamos ahora que R es una p´i,´jq-relación, i.e, vamos a comprobar que:

(a) @V P D`pXq,
”

R´1pV ´iq

ı´j

P D`pXq

Para todo V P D`pXq se tiene que

V c
P DpXq

y sabemos, puesto que R es una pi, jq-relación que
”

R´1
ppV c

q
i
q

ıj

P DpXq

Es fácil ver que pV cqi “ V ´i para todo i P t´1, 1u. Por lo que
”

R´1
pV ´i

q

ı´j

“

”´

R´1
ppV c

q
i
q

¯jıc

P D`
pXq

(b) Veamos ahora que si px, yq R R entonces existe V P D`pXq tal que y P V ´i y
RpxqXV ´i “ H. En efecto, comencemos asumiendo que px, yq R R. Dado que R
es una pi, jq-relación, tenemos que DU P DpXq tal que y P U i y Rpxq X U i “ H.
Consideremos V “ U c. Es claro que V P D`pXq, V ´i “ U i y se cumple que

y P U i
“ V ´i y Rpxq X U i

“ Rpxq X V ´i
“ H

Se concluye que R es una p´i,´jq-relación en el espacio pX, τ,ď´1q. Por lo tanto,

pX, τ,ď, Rq` “ pX, τ,ď´1, Rq

es un p´i,´jq-espacio de Priestley.

2. Buena definición sobre flechas
Veamos ahora que la asignación f ÞÑ f` sobre las flechas está bien definida. Sean
pX1, τ1,ď1, R1q y pX2, τ2,ď2, R2q dos pi, jq-espacios espacios de Priestley y f : X1 Ñ X2

un morfismo de pi, jq-espacios. Teniendo en cuenta que la aplicación f es continua
y creciente, se sigue que la aplicación f` : pX1, τ1,ď1, R1q

`
Ñ pX2, τ2,ď2, R2q

` es
también continua y creciente. Asimismo, dado que tanto el espacio pX1, τ1,ď1, R1q

`

como el espacio pX2, τ2,ď2, R2q
` no alteran la relación R1 y R2, se sigue que f` es

una flecha en la categorı́a PSp´i´ jq.

3. Preservación de la identidad:
Sea IdpX,τX ,ďX ,RXq : pX, τ,ď, Rq Ñ pX, τ,ď, Rq la flecha identidad en PSpi, jq. Por la
definición de p´q` sobre flechas:

pIdpX,τX ,ďX ,RXqq
`
“ IdpX,τX ,ďX ,RXq “ IdX “ IdpX,τX ,ď´1

X ,RXq “ IdpX,τX ,ďX ,RXq`

ya que la identidad no altera el orden. De modo que p´q` envı́a identidades en
identidades.
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4. Preservación de la composición:

Sean f : pX1, τ1,ď1, R1q Ñ pX2, τ2,ď2, R2q y g : pX2, τ2,ď2, R2q Ñ pX3, τ3,ď3, R3q dos
morfismos en PSpi, jq. Entonces:

pg ˝ fq` “ g ˝ f

“ g`
˝ f`,

puesto que por definición f` “ f y g` “ g.

Se sigue entonces que p´q` : PSpi, jq Ñ PSp´i,´jq es un funtor covariante.

Observación. Podemos definir el funtor

p´q` : PSp´i,´jq ÝÑ PSpi, jq

mediante la misma “dualización” de orden que en p´q`:

• Si pX, τ,ď, Rq es un objeto de PSp´i,´jq, entonces

pX, τ,ď, Rq` :“ pX, τ,ď´1, Rq.

• Si
f : pX1, τ1,ď1, R1q Ñ pX2, τ2,ď2, R2q

es una flecha en PSp´i,´jq, entonces

f` :“ f.

En el siguiente teorema mostraremos que las composiciones p´q` ˝ p´q` y p´q` ˝ p´q`
son las identidad correspondientes.

Teorema 2.2.4. La categorı́a PSpi, jq es isomorfa a PSp´i,´jq.

Demostración. Habiendo definido el funtor

p´q
` : PSpi, jq Ñ PSp´i,´jq

mediante la dualización del orden y manteniendo la relación R, vemos que esta con-
strucción solo exige que pi, jq P t´1, 1u2, por lo que podemos reutilizar idéntica la misma
regla para p´i,´jq (de la misma manera que en la demostración del teorema 2.2.2),
obteniendo

p´q` : PSp´i,´jq Ñ PSp´p´iq,´p´jqq “ PSpi, jq

puesto que ´p´iq “ i y ´p´jq “ j.
Para concluir que p´q` y p´q` son inversos estrictos y exhiben un isomorfismo de

categorı́as, basta verificar que ambas composiciones son la identidad en objetos y en
morfismos.

Composición p´q`˝p´q`. Sobre objetos, para todo pi, jq-espacio de Priestley pX, τ,ď, Rq:
`

pX, τ,ď, Rq`
˘

`
“ pX, τ,ď´1, Rq`

“ pX, τ, pď´1
q

´1, Rq

“ pX, τ,ď, Rq
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Sobre morfismos, sea f : pX1, τ1,ď1, R1q Ñ pX2, τ2,ď2, R2q, puesto que en ambos funtores
la acción sobre flechas es la identidad, tenemos

`

f`
˘

`
“ f`

“ f

Por lo tanto p´q` ˝ p´q` “ IdPSpi,jq.

Composición p´q` ˝ p´q`. Análogamente, para todo objeto y morfismo en PSp´i,´jq se
verifica

`

pX, τ,ď, Rq`
˘`
“ pX, τ,ď, Rq

`

f`

˘`
“ f

de modo que p´q` ˝ p´q` “ IdPSp´i,´jq.

Por la definición 1.4.10, hemos probado el isomorfismo de categorı́as:

PSpi, jq – PSp´i,´jq

Los resultados presentados en las secciones 2.2.1 y 2.2.2 nos permiten afirmar que
las categorı́as BDLpi, jq y PSpi, jq son isomorfas a las categorı́as BDLp´i,´jq y PSp´i,´jq,
respectivamente. Esta equivalencia será de gran utilidad en el desarrollo del presente
capı́tulo, ya que nos permitirá simplificar considerablemente las demostraciones de la
sección siguiente, evitando el tratamiento redundante de múltiples casos.

2.3 Dualidad de tipo Priestley para pi, jq-retı́culos
El objetivo de la presente sección será establecer una dualidad topológica entre la cat-
egorı́a de pi, jq-retı́culos y la categorı́a de pi, jq-espacios de Priestley. Tal como lo hemos
mencionado sobre el final de la sección anterior, los isomorfismos establecidos nos per-
miten conectar los ı́ndices pi, jq y p´i,´jq. Por este motivo, las pruebas que haremos en
esta sección se harán para los casos p1, 1q y p´1, 1q.

Comenzaremos esta sección estableciendo un lema que será de gran utilidad a lo
largo del trabajo.

Lema 2.3.1. Sean m : LÑ L, m un operador normal de tipo pi, jq y sea P un filtro primo
de L. Entonces pm´1rP scq

j es un i-ideal según la definición 1.5.20.

Demostración: Como hemos dicho, probaremos en los casos p1, 1q y p´1, 1q.

• Caso p1, 1q

Sea m : L Ñ L un operador normal de tipo p1, 1q y P un filtro primo de L. Nuestro
objetivo es demostrar que

`

m´1
rP sc

˘1
“ m´1

rP sc “ ta P L : mpaq R P u

es un 1-ideal, es decir, que es un ideal en L. En efecto:
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1. 0L P m´1rP sc:
mp0Lq “ 0L R P , ya que P es propio. Luego 0L P m´1rP sc.

2. m´1rP sc es decreciente
Si a P m´1rP sc y b ď a, entonces

b ď a ùñ mpbq ď mpaq.

Si mpbq P P , como P es filtro, mpaq P P , lo cual es un absurdo. Luego mpbq R P ,
es decir b P m´1rP sc.

3. Cerradura bajo _:
Para a, b P m´1rP sc,

mpa_L bq “ mpaq _L mpbq.

Si suponemos mpaq_Lmpbq P P , por primalidad de P uno de mpaq o mpbq estarı́a
en P , contradicción. Por tanto

mpa_L bq R P ùñ a_L b P m´1
rP sc.

• Caso p´1, 1q:

Sea m : L Ñ L un operador normal de tipo p´1, 1q y sea P un filtro primo de L.
Queremos demostrar que

`

m´1
rP sc

˘1
“ m´1

rP sc “ ta P L : mpaq R P u

es un p´1q-ideal, es decir, un filtro en L:

1. 1 P m´1rP sc:
mp1Lq “ mp0L

´1
q “ 0L R P ya que P es propio. Luego 1L P m´1rP sc.

2. m´1rP sc es creciente:
Sea a P m´1rP sc, es decir, mpaq R P , y sea b P L tal que b ď´1 a. Por la definición
del orden dual, esto equivale a a ď b en L, y en el retı́culo dual se cumple

a_L´1

b “ a.

Supongamos, hacia una contradicción, que b R m´1rP sc, esto es, mpbq P P .
Como m es un operador normal de tipo p´1, 1q, preserva la operación _L´1, de
modo que

mpaq “ m
`

a_L´1

b
˘

“ mpaq _L mpbq.

Si mpbq P P , entonces mpaq _L mpbq P P , y por lo tanto mpaq P P , lo cual
contradice a P m´1rP sc. Luego necesariamente mpbq R P , es decir, b P m´1rP sc.
Por lo tanto, m´1rP sc es decreciente respecto de ď´1, o lo que es lo mismo,
creciente respecto del orden de L.

3. Cerradura bajo ^:
Debemos probar que si a, b P m´1rP sc, entonces a_L´1

b P m´1rP sc.
Sean a, b P m´1rP sc, esto es, mpaq R P y mpbq R P . Como m es de tipo p´1, 1q,
preserva la operación _L´1, de manera que

m
`

a_L´1

b
˘

“ mpaq _L mpbq.
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Supongamos que m
`

a _L´1
b
˘

P P . Entonces mpaq _L mpbq P P , y como P
es un filtro primo, se sigue que mpaq P P o mpbq P P , en contradicción con
a, b P m´1rP sc. Por lo tanto,

m
`

a_L´1

b
˘

R P,

es decir,
a_L´1

b P m´1
rP sc.

Ası́, m´1rP sc es cerrado bajo _L´1, es decir bajo ^ en L.

Ası́ hemos probado que para ambos casos que pm´1rP scq
j es un i-ideal.

2.3.1 El pi, jq-espacio de Priestley asociado a un pi, jq-retı́culo dis-
tributivo

En esta parte del capı́tulo nos adentraremos en la construcción que asocia a cada retı́culo
distributivo acotado con un operador normal de tipo pi, jq, un pi, jq espacio de Priestley.
Lejos de ser un mero ejercicio de definición, esta representación sitúa la estructura al-
gebraica en un universo topológico donde la compacidad y la separación de clopens se
transforman en herramientas que nos permiten estudiar las propiedades de los oper-
adores normales de tipo pi, jq. La atención aquı́ se centra en cómo la dualidad clásica se
extiende al contexto de los operadores en cuestión.

Sea pL,mq un pi, jq-retı́culo. Consideremos la estructura

XpL,mq :“ pX pLq, τ,Ď, Rmq ,

donde pX pLq, τ,Ďq es el espacio de Priestley asociado a L y Rm Ď X pLq ˆ X pLq es una
relación binaria definida de la siguiente manera:

pP,Qq P Rm si y sólo si Qi
Ď m´1

rP sj.

Lema 2.3.2. Si pL,mq un pi, jq-retı́culo entonces XpL,mq es un pi, jq-espacio de Priestley.

Demostración: Teniendo en cuenta la dualidad de Priestley para retı́culos distribu-
tivos acotados, sabemos que pX, τ,ďq es un espacio de Priestley. Por lo tanto, será sufi-
ciente comprobar que Rm es una pi, jq-relación. Tal como lo hemos mencionado previa-
mente, haremos las demostraciones de los casos p1, 1q y p´1, 1q, respectivamente.

• Caso p1, 1q

Veamos que Rm es una p1, 1q-relación. Es decir, probaremos que

1. @U P DpX pLqq : rR´1
m pU

iqsj “ R´1
m pUq P DpX pLqq

Consideremos U P DpX pLqq. Sabemos, por la dualidad de Priesley del Capı́tulo
2, que U es de la forma U “ σLpaq para algún a P L. Vamos a comprobar que

R´1
m rσLpaqs “ σLpmpaqq.

Sea P P R´1
m pσLpaqq. Entonces RmpP q X σLpaq ‰ H, por lo tanto existe Q P X pLq

tal que pP,Qq P Rm y a P Q. Como pP,Qq P Rm implica Q Ď m´1rP s, tenemos
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que a P Q Ď m´1rP s, es decir, mpaq P P . Por lo tanto, P P σLpmpaqq.

Consideremos ahora P P σLpmpaqq, es decir que mpaq P P i.e., a P m´1rP s.
Teniendo en cuenta el Lema 2.3.1, se sigue que m´1rP sc es un 1-ideal y además
notemos que

raq Xm´1
rP sc “ H.

Por el Teorema del filtro primo (Teorema 1.5.13), existe Q P X pLq tal que a P
Q y Q Xm´1rP sc “ H. Esto último es equivalente a decir que Q Ď m´1rP s.
En consecuencia pP,Qq P Rm y a P Q; por lo tanto, Q P σLpaq y se sigue que
P P R´1

m pσLpaqq.

2. Si pP,Qq R Rm ñ DU P DpX pLqq : Q P U i “ U y RmpP q X U “ H

Si pP,Qq R Rm, entonces Q Ę m´1rP s; es decir, existe a P Q con a R m´1rP s. Sea

U “ σLpaq.

Claramente, Q P σLpaq “ U . Supongamos, buscando una contradicción, que
existe Z P RmpP q X U . Entonces, Z P σLpaq implica que a P Z y, dado que
Z Ď m´1rP s, se obtendrı́a a P m´1rP s, lo cual contradice nuestra suposición.
Ası́, se concluye que RmpP q X U “ H.

En consecuencia, se demuestra que Rm es una p1, 1q-relación y

pX pLq, τL,Ď, Rmq

es un p1, 1q-espacio de Priestley.

• Caso p´1, 1q

Analizaremos ahora el caso p´1, 1q. Veamos que Rm es una p´1, 1q-relación. Es
decir, probaremos que

1. @U P DpX pLqq : rR´1
m pU

iqsj “ R´1
m pU

cq P DpX pLqq

Consideremos U P DpX pLqq. Es decir, U “ σLpaq para algún a P L. De igual
manera que en el caso anterior, bastará demostrar que

R´1
m

`

σLpaq
c
˘

“ σL
`

mpaq
˘

Sea P P R´1
m

`

σLpaq
c
˘

. Entonces, RmpP q X σLpaq
c ‰ H, por lo tanto, existe Q P

X pLq tal que

pP,Qq P Rm y Q P σLpaq
c,

es decir, a R Q y pP,Qq P Rm. Por definición de Rm, se sigue que Qc Ď m´1rP s.
De esta manera mpaq P P i.e., P P σL

`

mpaq
˘

.

Consideremos ahora P P σL
`

mpaq
˘

, es decir, mpaq P P . Esto implica que
a P m´1rP s. Teniendo en cuenta el Lema 2.3.1, se sigue que m´1rP sc es un



44 CAPÍTULO 2. DUALIDAD TIPO PRIESTLEY PARA pi, jq-RETÍCULOS

i-ideal, i.e., es un filtro. Puesto que a R m´1rP sc, el decreciente generado por a,
denotado pas, no interseca a m´1rP sc; en otras palabras,

pas Xm´1
rP sc “ H.

Por el teorema del filtro primo, existe un filtro primo Q P X pLq tal que

a R Q y m´1
rP sc Ď Q

Esto último implica que Qc Ď m´1rP s. Se sigue entonces que pP,Qq P Rm y,
además, a R Q; en otras palabras, Q P σLpaq

c. Por lo tanto,

P P R´1
m

`

σLpaq
c
˘

.

2. Si pP,Qq R Rm ñ DU P DpX pLqq : Q P U i “ U c y RmpP q X U c “ H

Supongamos ahora que pP,Qq R Rm. Se sigue entonces que Qc Ę m´1rP s; es
decir, existe a P Qc con a R m´1rP s. Sea U “ σLpaq. Notemos que Q P σLpaq

c “

U c. Supongamos, buscando una contradicción, que existe Z P RmpP q X U c.
Estos datos implican que

Zc
Ď m´1

rP s y a R Z

y por lo tanto se obtendrı́a que a P m´1rP s, lo cual contradice la suposición que
teniamos de a R m´1rP s. Ası́, se concluye que

RmpP q X U c
“ H.

Por lo tanto, Rm es una p´1, 1q-relación y, en consecuencia,

pX pLq, τL,Ď, Rmq

es un p´1, 1q-espacio de Priestley.

Consideremos ahora pL1,m1q y pL2,m2q dos objetos de la categorı́a BDLpi, jq y sea
f : pL1,m1q Ñ pL2,m2q una flecha en BDLpi, jq. Por la dualidad de Priestley para retı́culos
distributivos acotados, sabemos que la aplicación Xpfq : X pL2q Ñ X pL1q definida por
XpfqpP q “ f´1rP s es una función continua y monótona entre los espacios de Priestley
duales a los retı́culos. A continuación, vamos a comprobar que es una flecha en la cate-
gorı́a PSpi, jq.

Lema 2.3.3. Sean pL1,m1q y pL2,m2q dos pi, jq-retı́culos y

f : pL1,m1q Ñ pL2,m2q

un homomorfismo de pi, jq-retı́culos. Entonces la aplicación

Xpfq : pX pL2q, τL2 ,Ď, Rm2q Ñ pX pL1q, τL1 ,Ď, Rm1q

definida por XpfqpP q :“ f´1rP s, es un morfismo de pi, jq-espacio de Priestley.

Demostración: Probaremos entonces que Xpfq es un morfismo de pi, jq-espacios de
Priestley. Teniendo en cuenta los resultados ya probados en la dualidad de Priestley,
ya sabemos que Xpfq es continuo y monótono. Nuevamente dividiremos la demostración
en los casos p1, 1q y p´1, 1q y veremos el resto de las propiedades.
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• Caso p1, 1q
Nos falta comprobar las siguientes condiciones:

1. Para cada P,Q P X pL2q, si pP,Qq P Rm2 entonces pf´1rP s, f´1rQsq P Rm1

Sean P,Q P X pL2q tales que Q Ď m´1
2 rP s, vamos a comprobar que XpfqpQq Ď

m´1
1 rf´1rP ss i.e., f´1rQs Ď m´1

1 pf´1rP sq. Consideremos a P f´1rQs, se sigue que
fpaq P Q. Por hipótesis, Q Ď m´1

2 rP s, de donde se sigue que fpaq P m´1
2 rP s i.e.,

m2pfpaqq P P . Dado que f es una flecha en BDLpi, jq, se sigue que m2pfpaqq “
fpm1paqq, de donde se sigue que m1paq P f

´1rP s y por lo tanto, a P m´1
1 rf

´1rP ss,
como querı́amos demostrar.

2. Si P P X pL2q, Z P X pL1q y pf´1rP s, Zq P Rm1 entonces existe Q P X pL2q tal que
pP,Qq P Rm2 y Z Ď f´1rQs

Consideremos ahora P P X pL2q, Z P X pL1q tales que pf´1rP s, Zq P Rm1 se sigue
entonces que Z Ď m´1

1 rf
´1rP ss. De esto último, tenemos que fpZq Ď m´1

2 rP s.
Consideremos ahora el filtro generado por f rZs, F “ Fg

L2 pf rZsq. Vamos a
comprobar que

F Xm´1
2 rP s

c
“ H

En efecto, si a P F Xm´1
2 rP s

c entonces existe z P Z tal que fpzq ď a y m2paq R P .
Dado que m2 es de tipo p1, 1q, m2pfpzqq ď m2paq y por lo tanto, m2pfpzqq R P .
Dado que f es flecha en BDLpi, jq, se sigue que z R m´1

1 rf
´1rP ss, lo que resulta

en una contradicción, ya que z P Z Ď m´1
1 rf

´1rP ss. Luego, por el teorema del
filtro primo, existe Q P X pL2q tal que F Ď Q y Q Ď m´1

2 rP s, lo que implica que

Z Ď f´1
rQs y Q P Rm2pP q

Por lo que Xpfq es una flecha de PSp1, 1q.

• Caso p´1, 1q
Ahora la condición Qi Ď m´1

2 rP s se traduce en m´1
2 rP s Ě Q´1 “ Qc, y la segunda

inclusión debe invertirse:

1. @pP,Qq P Rm2 ñ pf´1rP s, f´1rQsq P Rm1

La propiedad de preservación de la relación se prueba de la misma manera
que para el caso p1, 1q, ya que no depende de i.

2. @pf´1rP s, Zq P Rm1 ñ DQ P X pL2q : Q P Rm2pP q y Z Ě f´1rQs

Por definición de Rm1, la condición pf´1rP s, Zq P Rm1 equivale a Zc Ď m´1
1

`

f´1rP s
˘

.
Al aplicar la flecha f obtenemos fpZcq Ď m´1

2 rP s. Sea ahora el ideal generado
por f rZcs, I “ Ig

L2 pf rZcsq Supongamos, para llegar a contradicción, que ex-
iste a P I X m´1

2 rP s
c. Entonces hay z P Zc con fpzq ď a y además m2paq R P .

Como m2 es monótono, se cumple m2

`

fpzq
˘

ď m2paq R P . Pero la conmuta-
tividad f ˝ m1 “ m2 ˝ f implica f

`

m1pzq
˘

“ m2

`

fpzq
˘

R P , lo que significa
m1pzq R f

´1rP s, en contradicción con z P Zc Ď m´1
1 rf

´1rP ss. De ello se sigue

I Xm´1
2 rP s

c
“ H

Como P es primo, existe entonces un filtro primo Q Ď L2 que contiene a
m´1

2 rP s
c y es disjunto de I. Puesto que fpZcq Ď I Ď Q, tenemos Zc Ď f´1rQs

y por lo tanto f´1rQs Ě Z. Finalmente, Qc Ď m´1
2 rP s da pP,Qq P Rm2, como

querı́amos.
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Ası́ hemos comprobado que a todo pi, jq-retı́culo corresponde un pi, jq-espacio de Priest-
ley de manera natural, utilizando ni mas ni menos que una extensión del funtor X de la
dualidad de Priestley original.

2.3.2 El pi, jq-retı́culo distributivo asociado a un pi, jq-espacio de
Priestley

Pasamos ahora al sentido inverso: asociar un pi, jq-retı́culo distributivo a un pi, jq-espacio
de Priestley. Esta construcción extrae del espacio su retı́culo de clopens crecientes y
define sobre él un operador normal de tipo pi, jq que refleja la acción de la relación. De
este modo, hacemos visible la correspondencia que sustentará la dualidad.

Sea pX, τ,ď, Rq un pi, jq-espacio de Priestley. Consideremos la estructura

DpXq :“ pDpXq,X,Y,mR,H, Xq,

donde

• pDpXq,X,Y,H, Xq es el retı́culo distributivo acotado dado por los clopens crecientes
de pX, τ,ďq.

• mR es un operador unario sobre DpXq definido por

mRpUq :“ R´1
pU i
q
j

Lema 2.3.4. Si pX, τ,ď, Rq es un pi, jq-espacio de Priestley entonces DpXq es un pi, jq-
retı́culo.

Demostración: Mostraremos, nuevamente en dos casos, que DpXq es un pi, jq-retı́culo.
Es claro que pDpXq,X,Y,H, Xq es un retı́culo distributivo acotado, por lo que debemos
ver que mRpUq es de tipo pi, jq. Es decir que para todo pi, jq P t´1, 1u2, lo que se busca es
que nos quede un operador

mR : DpXqi Ñ DpXqj

que sea un _-homomorfismo, de acuerdo a la Observación 2.1.2. Es decir, debemos
probar que satisface lo siguiente:

1. mR

´

0DpXqi
¯

“ 0DpXqj

2. mRpA_
DpXqi Bq “ mRpAq _

DpXqj mRpBq

• Caso p1, 1q
Debemos probar que mR es de tipo p1, 1q. Recordemos que 0DpXq “ H y A_DpXq B “
AYB. Es decir que las condiciones se traducen en:

1. mRpHq “ H

mRpHq “ tx : Rpxq XH ‰ Hu “ H

2. @A,B P DpXq : mRpAYBq “ mRpAq YmRpBq

mRpAYBq “ tx : Rpxq X pAYBq ‰ Hu

“ tx : Rpxq X A ‰ Hu Y tx : Rpxq XB ‰ Hu

“ mRpAq YmRpBq.
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Por lo tanto, pDpXq,X,Y,H, X,mRq es un p1, 1q-retı́culo.

• Caso p´1, 1q

Veamos que mR es de tipo p´1, 1q. Recordemos que 0DpXq´1
“ X y A _DpXq´1

B “

AXB. Es decir que las condiciones se traducen en:

1. mRpXq “ H

mRpXq “ tx : Rpxq XXc
‰ Hu

“ tx : Rpxq XH ‰ Hu

“ H

2. @A,B P DpXq : mRpAXBq “ mRpAq YmRpBq

mRpAXBq “ tx : Rpxq X pAXBqc ‰ Hu

“ tx : Rpxq X pAc
YBc

q ‰ Hu

“ tx : Rpxq X Ac
‰ Hu Y tx : Rpxq XBc

‰ Hu

“ mRpAq YmRpBq.

Luego pDpXq,X,Y,H, X,mRq es un p´1, 1q-retı́culo.

Sea f : pX1, τ1,ď1, R1q Ñ pX2, τ2,ď2, R2q un morfismo de pi, jq-espacios de Priestley.
Definimos la aplicación

Dpfq : pDpX2q,X,Y,H, X2,mR2q Ñ pDpX1q,X,Y,H, X1,mR1q,

donde DpfqpUq :“ f´1rU s para cada U P DpX2q.

Lema 2.3.5. Si f : pX1, τ1,ď1, R1q Ñ pX2, τ2,ď2, R2q es una flecha en PSpi, jq entonces la
aplicación Dpfq : DpX2q Ñ DpX1q es una flecha en BDLpi, jq.

Demostración: Otra vez, veamos para ambos casos que Dpfq es un morfismo de pi, jq-
retı́culos. Puesto que se encuentra definido igual que en la dualidad de Priestley, Dpfq es
un morfismo de retı́culos distributivos acotados. Veamos que conmuta con los operadores
mR. Sea U P DpY q. Debemos probar que

DpgqpmSpUqq “ mRpDpgqpUqq,

es decir

g´1
rmSpUqs “ mRpg

´1
rU sq.

Procedemos a demostrar la doble contención.

• Caso p1, 1q:

Ď) Si x P g´1rmSpUqs, entonces gpxq P mSpUq, esto es Spgpxqq X U ‰ H. Luego
existe z P U con pgpxq, zq P S. Como g es morfismo de espacios, existe y P X tal
que px, yq P R y z ď gpyq. Pero z P U y U es creciente, ası́ gpyq P U y por tanto
y P Rpxq X g´1rU s ‰ H. Hemos probado que

x P mR

`

g´1
rU s

˘

.
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Ě) Si x P mRpg
´1rU sq, entonces existe y P X con px, yq P R y gpyq P U . Por ho-

momorfismo pgpxq, gpyqq P S, ası́ Spgpxqq X U ‰ H y gpxq P mSpUq. Luego
x P g´1rmSpUqs.

• Caso p´1, 1q:

Recordemos que en este caso

mSpUq “ tx : Spxq X U c
‰ Hu, mRpV q “ t x : Rpxq X V c

‰ Hu.

Ď) Si x P g´1rmSpUqs, entonces Spgpxqq X U c ‰ H, y existe z P U c con pgpxq, zq P S.
Por ser g morfismo, existe y P X con px, yq P R y gpyq ď z. Como z P U c y U c es
decreciente, gpyq P U c, luego y P Rpxq X g´1rU sc ‰ H y x P mRpg

´1rU sq.

Ě) Si x P mRpg
´1rU sq, entonces existe y P X con px, yq P R y gpyq R U . Por ho-

momorfismo pgpxq, gpyqq P S, ası́ Spgpxqq X U c ‰ H y gpxq P mSpUq. Luego
x P g´1rmSpUqs.

En ambos casos se cumple g´1rmSpUqs “ mRpg
´1rU sq, por lo que Dpgq es homomor-

fismo de pi, jq-retı́culos.

Al terminar vemos que tenemos a disposición un procedimiento sistemático para
obtener pi, jq-retı́culos a partir de pi, jq-espacios de Priestley y lo mismo con sus respec-
tivos morfismos.

2.3.3 La dualidad
Con ambos funtores —de pi, jq-retı́culos a pi, jq-espacios de Priestley y viceversa— cor-
rectamente definidos en objetos y en flechas, estamos listos para articular la dualidad.
Aquı́ presentamos las transformaciones naturales que enlazan los funtores compuestos
con la identidad, un paso crucial cuya validez garantiza la equivalencia completa entre
las categorı́as algebraica y topológica. Esta sección no repite las construcciones previas,
sino que las culmina mostrando su compatibilidad global.

Recordemos que, según la Definición 1.4.7, una transformación natural θ : F ñ G
entre dos funtores F,G : C Ñ D es una asignación que a cada objeto X de C le asocia un
morfismo

θX : F pXq ÝÑ GpXq,

y que satisface que para todo morfismo f : X Ñ Y en C se cumple

Gpfq ˝ θX “ θY ˝ F pfq.

En particular, recordemos que η : F ñ G forma parte de un isomorfismo natural si
para cada objeto A de A, la flecha ηA es un isomorfismo en B. Ası́, dado pL,mq un objeto
de la categorı́a BDLpi, jq, vamos a comprobar que la aplicación de Stone

σL : LÑ pD ˝ XqpLq,

definida por σLpaq “ tP P X pLq : a P P u es un isomorfismo natural entre los funtores
covariantes IdBDLpi,jq y D˝X, de la misma manera que en la dualidad de Priestley original.

Lema 2.3.6. Para todo pi, jq-retı́culo pL,mq, la aplicación σL : L Ñ pD ˝ XqpLq es un iso-
morfismo natural en BDLpi, jq.
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Demostración. Para todo pi, jq-retı́culo pL,mq, aplicando el funtor X obtenemos

XpL,mq “ pX pLq, τL,Ď, Rmq

El Lema 2.3.2 nos garantiza que XpL,mq es un pi, jq-espacio de Priestley, y el Lema 2.3.3
que el funtor X respeta morfismos. Aplicando el funtor D obtenemos

DpXpL,mqq “ pDpX pLqq,X,Y,H,X pLq,mRmq

y los lemas 2.3.4 y 2.3.5 nos aseguran que este último es un pi, jq-retı́culo y que el funtor
D respeta morfismos.

Por la dualidad de Priestley, sabemos que para cada retı́culo distributivo acotado
L, la función de Stone σL es un isomorfismo de retı́culos. Para mostrar que σL es un
isomorfismo en BDLpi, jq bastará con probar que conmuta con los operadores, es decir,

σLpmpaqq “ mRmpσLpaqq.

Sin embargo, en el Lema 2.3.2 hemos comprobado que para cada U “ σLpaq, se da la
igualdad

σLpmpaqq “ R´1
m

`

σLpaq
i
˘j
“ mRmpσLpaqq

Por lo tanto, σL resulta un isomorfismo en BDLpi, jq. La naturalidad se sigue de la
probada en la dualidad de Priestley original. El siguiente diagrama muestra la com-
patibilidad natural de σL con los funtores:

pL,_,^, 0, 1,mq pX pLq, τL,Ď, Rmq

pDpX pLqq,Y,X,H,X pLq,mRmq

X

σL D

Recordemos que, para la dualidad de tipo Priestley para retı́culos distributivos aco-
tados, existe un isomorfismo natural ϵ : IdPSpi,jq ñ X ˝D definido de la siguiente manera:
para cada pX, τ,ďq objeto en PS, la aplicación ϵX : X Ñ pX ˝DqpXq, definida por

ϵXpxq “ tU P DpXq : x P Uu

es un isomorfismo en PS. Nuestro objetivo será comprobar que, para cada pi, jq-espacio,
la aplicación ϵX es un isomorfismo en PSpi, jq y, en consecuencia, ϵ : IdPSpi,jq ñ pX ˝Dq es
un isomorfismo natural.

Lema 2.3.7. Para todo pX, τ,ď, Rq objeto de PSpi, jq, la aplicación ϵX es un isomorfismo
natural en PSpi, jq.

Demostración: Para todo pi, jq-espacio de Priestley pX, τ,ď, Rq, si aplicamos el funtor
D obtenemos la estructura

DpXq “ pDpXq,X,Y,H, X,mRq.

Los lemas 2.3.4 y 2.3.5 nos aseguran que este último es un pi, jq-retı́culo y que el funtor
D respeta morfismos. Luego, aplicando el funtor X obtenemos

XpDpXqq “ pX pDpXqq, τDpXq,Ď, RmR
q
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El lema 2.3.2 nos garantiza que se trata de un pi, jq-espacio de Priestley, y el lema 2.3.3
que el funtor X respeta morfismos. Teniendo en cuenta que la aplicación

εX : X Ñ X pDpXqq
εXpxq “ tU P DpXq : x P Uu

es un isomorfismo natural de espacios de Priestley, comprobaremos además que es una
flecha en PSpi, jq, o lo que es equivalente, preserva la estructura de relación R, es decir
que

px, yq P Rô pεXpxq, εXpyqq P RmR

Probaremos esta doble implicación para los casos p1, 1q y p´1, 1q.

• Caso p1, 1q

ñ) Sea px, yq P R, queremos ver que pεXpxq, εXpyqq P RmR
, que es lo mismo que

εXpyq
i
Ď m´1

R rεXpxqs
j

Sea U P εXpyq arbitrario. Entonces y P U , y puesto que px, yq P R

Rpxq X U ‰ H ùñ x P R´1
pUq

ùñ R´1
pUq P εXpxq

ùñ mRpUq P εXpxq

Por lo que U P m´1
R rεXpxqs, lo que nos dice que εXpyq Ď m´1

R rεXpxqs y por lo tanto

pεXpxq, εXpyqq P RmR

ð) Sea pεXpxq, εXpyqq P RmR
, queremos ver que px, yq P R. Probaremos la contrar-

recı́proca. Supongamos que px, yq R R. Por la condición de separación de la
definición de pi, jq-relación, existe un U P DpXq tal que y P U y Rpxq X U “ H.
Esto implica que

U P εXpyq y x R R´1
pUq “ mRpUq

Ası́ mRpUq R εXpxq y por lo tanto U R m´1
R rεXpxqs, pero sı́ U P εXpyq. De esta

manera εXpyq Ę m´1
R rεXpxqs por lo que

pεXpxq, εXpyqq R RmR

• Caso p´1, 1q

ñ) Supongamos px, yq P R. queremos ver que pεXpxq, εXpyqq P RmR
, que es lo mismo que

εXpyq
c
Ď m´1

R rεXpxqs

Sea U P εXpyq
c arbitrario. Entonces y R U , y puesto que px, yq P R

Rpxq X U c
‰ H ùñ x P R´1

pU c
q

ùñ R´1
pU c
q P εXpxq

ùñ mRpUq P εXpxq

Por lo que U P m´1
R rεXpxqs, lo que nos dice que εXpyq

c Ď m´1
R rεXpxqs y por lo tanto

pεXpxq, εXpyqq P RmR
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ð) Supongamos pεXpxq, εXpyqq P RmR
, es decir

εXpyq
c
Ď m´1

R rεXpxqs

Queremos ver que px, yq P R. Probaremos la contrarrecı́proca. Supongamos que
px, yq R R. Entonces existe U P DpXq tal que

y P U c y Rpxq X U c
“ H.

Ası́ tenemos que y R U , es decir, U P εXpyq
c. Por otro lado, Rpxq X U c “ H implica

que x R R´1pU cq, es decir, U R m´1
R rεXpxqs. Por lo que

εXpyq
c
Ę m´1

R rεXpxqs

Se concluye que

px, yq P Rô pεXpxq, εXpyqq P RmR

y εX es un isomorfismo de pi, jq-espacios de Priestley. La naturalidad se sigue de la
probada en la dualidad de Priestley original. En el siguiente diagrama podemos ver la
compatibilidad natural de εX con los funtores:

pX, τ,ď, Rq pDpXq,Y,X,H, X,mRq

pX pDpXqq, τDpXq,Ď, RmR
q

D

εX
X

Teorema 2.3.8. La categorı́a BDLpi, jq es dual a PSpi, jq. Es decir, existe una equivalen-
cia:

BDLpi, jqop – PSpi, jq

Demostración. Por los lemas 2.3.6 y 2.3.7 las transformaciones naturales

σL : IdBDLpi,jq ñ pD ˝ Xq y ε : IdPSpi,jq ñ pX ˝Dq

son isomorfismos. Luego por la Definición 1.4.9 los funtores

X : BDLpi, jq Ñ PSpi, jqop y D : PSpi, jq Ñ BDLpi, jqop

son una equivalencia dual de las categorı́as de pi, jq-retı́culos y pi, jq-espacios de Priestley.

De esta manera hemos probado la dualidad para los casos:

BDLp1, 1q PSp1, 1qop
X

D

y

BDLp´1, 1q PSp´1, 1qop
X

D
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Sin embargo, utilizando las equivalencias probadas en la sección anterior tenemos las
cadenas de equivalencias

BDLp´1,´1q BDLp1, 1q PSp1, 1qop PSp´1,´1qop
p´q˚

p´q˚

X

D

p´q`

p´q`

y

PSp1,´1qop PSp´1, 1qop BDLp´1, 1q BDLp1,´1q
p´q`

p´q`

D

X

p´q˚

p´q˚

Con lo cuál hemos probado lo siguiente:

Corolario 2.3.9. Para todo pi, jq P t1,´1u2 las categorı́as BDLpi, jq y PSpi, jq son dual-
mente equivalentes, es decir

BDLpi, jqop – PSpi, jq.



Capı́tulo 3

Extensión canónica

La teorı́a de extensiones canónicas surgió a finales del siglo XX en el estudio de du-
alidades algebraico-topológicas, cuando investigadores como Jónsson, Tarski, Gehrke y
Harding observaron que el paso directo del álgebra —por ejemplo, retı́culos distribu-
tivos con operadores— a un contexto topológico implicaba a menudo construcciones ad
hoc para relacionar operaciones algebraicas con relaciones en el espacio dual. En partic-
ular, para operadores modales o normales, la relación que hemos utilizado en la dualidad
de tipo Priestley desarrollada en el Capı́tulo 2 de este trabajo para la interpretación de
dichos operadores, se construyen de manera aparentemente diferente en cada caso, sin
seguir una construcción unificada desde la estructura algebraica original.

Teniendo en cuenta este problema, surge naturalmente la siguiente pregunta: ¿Ex-
iste alguna manera estándar de establecer este tipo de relaciones binarias?. La extensión
canónica de un retı́culo distributivo acotado, introducida originalmente por Jónsson y
Tarski en el contexto de álgebras booleanas con operadores y posteriormente general-
izada a retı́culos por Gehrke y Harding [7], ofrece una respuesta elegante a este prob-
lema.

En este capı́tulo, estudiaremos la construcción formal de la σ-extensión de un retı́culo
distributivo acotado y sus propiedades universales. Asimismo, estudiaremos la manera
de extender operadores unarios mediante dichas extensiones. En particular, buscare-
mos establecer conexiones entre las extensiones canónicas para operadores unarios y la
dualidad tipo Priestley ya determinada en este trabajo.

3.1 Definiciones elementales
En la presente sección, introduciremos la notación y las nociones elementales nece-
sarias para la construcción de la extensión canónica para retı́culos distributivos aco-
tados. El objetivo de dicha construcción algebraica es inyectar un retı́culo distributivo
acotado dado dentro de un retı́culo completo. En particular, dicha construcción puede
especializarse hacia álgebras con un lenguaje más complejo, especializando de manera
adecuada dicha construcción.

Comenzaremos esta sección definiendo lo que, en este trabajo, entenderemos como
extensión algebraica, noción que es central en diversas áreas de la matemática, ya que
permite ampliar la estructura de un objeto algebraico manteniendo sus propiedades es-
enciales .

Definición 3.1.1. Sea A “ pA,Fq un álgebra de tipo F . Una extensión algebraica de A

53
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es un par pB, ιq, donde B es un álgebra de tipo F y

ι : AÑ B

es un homomorfismo inyectivo.

Teniendo en cuenta esta noción de extensión algebraica, buscaremos establecer ex-
tensiones algebraicas para retı́culos distributivos acotados. En particular, dado L “

pL,^,_, 0, 1q un retı́culo distributivo acotado, buscaremos establecer un par
`

Lδ, ι
˘

1,
donde ι es un homomorfismo inyectivo y además Lδ es un retı́culo que satisface ciertas
propiedades que mencionaremos a continuación.

Definición 3.1.2. Sea L un retı́culo. Diremos que L es completo si para todo subconjunto
S Ď L, las operaciones de supremo arbitrario

Ž

S e ı́nfimo arbitrario
Ź

S están definidas
en L.

Es claro que todo retı́culo finito resulta un retı́culo completo. Sin embargo, no todo
retı́culo resulta completo como se muestra en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 4. Dado pX, τq un espacio topológico. El álgebra pOpXq,^,_,H, Xq, cuyo uni-
verso son los conjuntos abiertos de pX, τq y las operaciones ^ y _ están determinadas
por la intersección y la unión de conjuntos respectivamente, es un retı́culo distributivo
acotado. Sin embargo, no es completo. Ya que la intersección arbitraria de conjuntos
abiertos, no necesariamente es un abierto.

Definición 3.1.3. Sea L un retı́culo completo. Un elemento c P L se dice compacto alge-
braico si para toda familia S Ď L que verifique

c “
ł

S,

existe un subconjunto finito S0 Ď S tal que

c “
ł

S0.

Denotamos por KpLq al conjunto de elementos compactos algebraicos de L.
Análogamente, un elemento d P L se dice co-compacto algebraico (o compacto algebraico
en el orden dual) si para toda familia T Ď L que verifique

d “
ľ

T,

existe un subconjunto finito T0 Ď T tal que

d “
ľ

T0.

Denotamos por KpL´1q al conjunto de elementos co-compactos algebraicos de L (es decir,
los compactos algebraicos de L´1).

En otras palabras: KpLq son los elementos que son finitamente generados por _ y
KpL´1q son los elementos que son finitamente generados por ^.

1Si no hay ambigüedad, escribiremos Lδ en lugar de
`

Lδ, ι
˘
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Definición 3.1.4. Sea L un retı́culo completo y S Ď L un subconjunto. Diremos que S es
_-denso en L si para todo u P L se cumple:

u “
ł

t s P S : s ď u u.

Es decir, cada elemento de L es el supremo de todos los elementos de S que están por
debajo de él. Dualmente, diremos que S es ^-denso en L si para todo u P L se cumple:

u “
ľ

t s P S : u ď s u.

Es decir, cada elemento de L es el ı́nfimo de todos los elementos de S que están por encima
de él.

Definición 3.1.5. Un retı́culo L se dice algebraico si es completo y para todo elemento
x P L se tiene

x “
ł

t c P KpLq : c ď x u,

esto es, el conjunto KpLq de elementos compactos algebraicos es _-denso en L.

Definición 3.1.6. Dualmente, diremos que L es dualmente algebraico si L´1 es alge-
braico, es decir que para todo x P L:

x “
ł

L´1
t d P KpL´1

q : d ďL´1 x u

“
ľ

L
t d P KpL´1

q : d ěL x u

En otras palabras, los co-compactos algebraicos KpL´1q son ^-densos en L.

Definición 3.1.7. Diremos que L es doblemente algebraico si tanto L como su retı́culo
dual L´1 son algebraicos.

Definición 3.1.8. Sea L un retı́culo completo. Se dice que un elemento u P L, con u ‰ 0,
es completamente _-irreducible si para toda familia S Ď L se cumple que

u “
ł

S ùñ Ds P S : s “ u

Denotamos por J 8pLq al conjunto de todos los elementos completamente _-irreducibles
de L.

Lema 3.1.9. Sea L un retı́culo completo. Entonces,

J 8
pLq Ď KpLq.

Demostración: Sea u P J 8pLq. Supongamos que existe una familia S Ď L tal que

u “
ł

S.

Por la definición de completamente _-irreducible, de la igualdad anterior se deduce que
existe s P S con s “ u. Tomando el subconjunto finito S0 “ tuu obtenemos

u “
ł

S0,

por lo que u P KpLq. Dado que la elección de u P J 8pLq fue arbitraria, concluimos que
J 8pLq Ď KpLq.
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Definición 3.1.10. Sea L un retı́culo completo. Se dice que un elemento v P L, con v ‰ 1,
es completamente ^-irreducible si para toda familia S Ď L se cumple que

v “
ľ

S ùñ Ds P S : s “ v

Denotamos por M8pLq al conjunto de todos los elementos completamente ^-irreducibles
de L.

Lema 3.1.11. Sea L un retı́culo completo. Entonces

M8
pLq Ď KpL´1

q.

Es decir, todo elemento completamente ^-irreducible es co-compacto algebraico.

Demostración: Sea v PM8pLq y supongamos que existe una familia S Ď L tal que

v “
ľ

S

Por la definición de completamente^-irreducible, la igualdad anterior implica que existe
algún s P S con s “ v. Entonces el subconjunto finito S0 “ tvu satisface

v “
ľ

S0

y ası́ v es compacto algebraico en L´1, lo que demuestra la inclusión.

Definición 3.1.12. Sea e : L1 Ñ L2 un homomorfismo inyectivo de retı́culos, donde L2

es completo. Diremos que erL1s es separante en L2 si para todo u P J 8pL2q y para todo
v PM8pL2q con v ď u, existe un elemento a P L1 tal que

v ď epaq ď u.

Definición 3.1.13. Sea e : L1 Ñ L2 un homomorfismo inyectivo de retı́culos, donde L2

es completo. Decimos que erL1s es compacto en L2 si para cualesquiera X, Y Ď L1 que
verifiquen

ľ

L2

erXs ď
ł

L2

erY s,

existen subconjuntos finitos F Ď X y G Ď Y tales que
ľ

L2

erF s “ e
`

ľ

L1

F
˘

ď e
`

ł

L1

G
˘

“
ł

L2

erGs.

Con las nociones introducidas a lo largo de este capitulo vamos a definir lo que, a lo
largo de este trabajo, vamos a entender como extensión canónica.

Definición 3.1.14. Sea L un retı́culo distributivo acotado. Una extensión pLδ, eq de L se
dirá extensión canónica si verifica las siguientes condiciones:

1. Lδ es completo y doblemente algebraico.

2. erLs es separante en Lδ.

3. erLs es compacto en Lδ.

El siguiente resultado sobre extensiones canónicas es de gran interés en este trabajo.
En particular, afirma que una extensión canónica es esencialmente única, es decir, es
única salvo isomorfismos. Esto nos permite entonces hablar esencialmente de una única
extensión canónica para un retı́culo distributivo acotado dado (ver [7, Proposición 2.7]).
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Teorema 3.1.15. Sea L un retı́culo distributivo acotado y supongamos que

e1 : L ãÑ Lδ
1, e2 : L ãÑ Lδ

2

son dos extensiones canónicas de L. Entonces existe un único isomorfismo de retı́culos
completos

φ : Lδ
1

–
ÝÑ Lδ

2

tal que φ ˝ e1 “ e2.

Definición 3.1.16. Sea L un retı́culo distributivo acotado y pLδ, eq su extensión canónica.
Diremos que un elemento x P Lδ es un abierto algebraico si existe un conjunto S Ď L tal
que

x “
ł

Lδ
t epaq : a P S u.

Denotamos por OpLδq al conjunto de todos los elementos abiertos algebraicos de Lδ.

Definición 3.1.17. Análogamente, diremos que un elemento x P Lδ es un cerrado alge-
braico si existe un conjunto T Ď L tal que

x “
ľ

Lδ
t epbq : b P T u

Denotamos por CpLδq al conjunto de todos los elementos cerrados algebraicos de Lδ.

Lema 3.1.18. Sea L un retı́culo distributivo acotado y pLδ, eq su extensión canónica. En-
tonces, todo cerrado algebraico de Lδ es un abierto algebraico de pLδq´1. En consecuencia,

CpLδ
q “ O

`

pLδ
q

´1
˘

.

Demostración: Sea C P CpLδq. Por definición, existe un conjunto T Ď L tal que

C “
ľ

Lδ

t epbq : b P T u.

Al considerar C como elemento de pLδq´1, la operación
Ź

Lδ se interpreta como
Ž

pLδq´1.
Por lo tanto,

C “
ł

pLδq´1

t epbq : b P T u,

y por definición esto muestra que C es un abierto algebraico de pLδq´1. La igualdad entre
ambas familias de conjuntos se sigue inmediatamente.

Proposición 3.1.19. Sean L un retı́culo distributivo acotado y pLδ, eq su extensión canónica.
Entonces

erLs “ OpLδ
q X CpLδ

q.

Es decir, un elemento de Lδ proviene de L si y sólo si es simultáneamente abierto alge-
braico y cerrado algebraico.

Demostración: Probaremos la doble inclusión.

• pĎq Si a P L entonces

epaq “
ł

Lδ
tepaqu, epaq “

ľ

Lδ
tepaqu,

ası́ que epaq es a la vez abierto y cerrado algebraico.
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• pĚq Sea x P OpLδq X CpLδq. Entonces existen A,B Ď L tales que

x “
ł

Lδ
tepaq : a P Au y x “

ľ

Lδ
tepbq : b P Bu.

De estas igualdades se obtiene la desigualdad
ľ

Lδ
erBs ď

ł

Lδ
erAs.

Como pLδ, eq es una extensión canónica, la imagen erLs es compacta en Lδ y existen
subconjuntos finitos F Ď B y G Ď A tales que

ľ

Lδ
tepbq : b P F u ď

ł

Lδ
tepaq : a P Gu.

Como e es homomorfismo de retı́culos, las operaciones finitas conmutan con e, luego

e
`

ľ

bPF

b
˘

ď e
`

ł

aPG

a
˘

.

La inyectividad de e implica en L que
ľ

bPF

b ď
ł

aPG

a. (p1q)

Por la elección de F,G y las expresiones de x como ı́nfimo y supremo:

x ď e
`

ľ

bPF

b
˘

y e
`

ł

aPG

a
˘

ď x.

Combinando estas desigualdades con la desigualdad p1q se obtiene

x ď e
`

ľ

bPF

b
˘

ď e
`

ł

aPG

a
˘

ď x,

de donde sigue la igualdad
x “ e

`

ł

aPG

a
˘

.

Por tanto x P erLs, y hemos mostrado OpLδq X CpLδq Ď erLs.

Ası́, la afirmación se sigue.

En adelante, teniendo en cuenta el Teorema 3.1.15, hablaremos de la extensión
canónica entendiendo que es esencialmente única. Además, escribiremos Lδ para in-
dicar la extensión canónica en lugar de pLδ, eq.

Quedan ahora sı́ dadas las herramientas algebraicas necesarias para definir una
extensión canónica particular, la σ-extensión de L, cuya construcción y propiedades de-
mostraremos en la siguiente sección.

3.2 La extensión canónica para retı́culos distributivos
acotados

Tal como hemos mencionado en la sección anterior, para cada retı́culo L, la extensión
canónica es esencialmente única i.e., todas las construcciones algebraicas que extiendan
canónicamente a L, en el sentido de la Definición 3.1.14, son isomorfas. En particular, en
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la presente sección, vamos a construir la extensión canónica en la cual nos centraremos
en este trabajo, entendiendo que cualquier otra construcción será isomorfa a la que
presentada. La misma, está basada en la aplicación de Stone:

σL : LÑ
`

DpX pLqq, Y, X, H, X pLq
˘

Recordemos que, por los resultados obtenidos en la dualidad de Priestley, si L es un
retı́culo distributivo acotado entonces la aplicación de Stone es un isomorfismo de retı́culos
distributivos acotados. En particular, puede verse como un homomorfismo inyectivo de
retı́culos sobre el retı́culo

UPpX pLqq “
`

UppX pLqq, Y, X, H, X pLq
˘

ya que todo clopen creciente es claramente creciente. Más aún, UPpX pLqq es un retı́culo
completo y por lo tanto, es un candidato natural a ser una extensión canónica.

El objetivo de este apartado será comprobar que el par pUPpX pLqq, σLq es, en efecto,
una extensión que extiende canónicamente a L y, por lo tanto, la entenderemos como
la extensión canónica para L. Previo a este resultado, probaremos una serie de lemas
que nos serán útiles para caracterizan a los elementos completamente _-irreducibles y
completamente ^-irreducibles de UPpX pLqq.

Lema 3.2.1. En el retı́culo completo UPpX pLqq, los elementos completamente_-irreducibles
son exactamente los crecientes principales:

J 8
`

UPpX pLqq
˘

“ t rP q : P P X pLq u.

Demostración: Probaremos la doble contención:

• (Ď) Sea U P J 8pUPpX pLqqq. Como U es creciente,

U “
ď

QPU

rQq,

puesto que, para todo Q P U se tiene que rQq Ď U . Por la completa_-irreducibilidad
de U , esta unión sólo es posible si existe Q P U tal que U “ rQq.

• (Ě) Sea P P X pLq. Supongamos

rP q “
ď

iPI

Ui con Ui P UPpX pLqq.

Como P P rP q, existe i0 con P P Ui0. Al ser Ui0 creciente y contener a P , se tiene
rP q Ď Ui0. Por la igualdad de uniones, también Ui0 Ď rP q, luego Ui0 “ rP q. Esto
prueba que rP q es completamente _-irreducible.

Lema 3.2.2. En el retı́culo completo UPpX pLqq, los elementos completamente^-irreducibles
son exactamente los complementos de decrecientes principales. Es decir,

M8
`

UPpX pLqq
˘

“
␣

pP sc : P P X pLq
(

.

Demostración: Probaremos la doble contención:
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• (Ď) Sea V P M8pUPpX pLqqq. Como V es creciente, para cada Q R V el conjunto
decreciente pQs es disjunto de V , y se cumple la representación

V “
č

QRV

pQsc.

Por la completa ^-irreducibilidad de V , existe P R V tal que V “ pP sc.

(Ě) Sea P P X pLq y definamos V :“ pP sc “ pP sc. Supongamos que

V “
č

iPI

Ui, Ui P UPpX pLqq.

Como P R V , se tiene
P P V c

“

´

č

iPI

Ui

¯c

“
ď

iPI

U c
i ,

por lo que existe i0 P I tal que P P U c
i0

, es decir, P R Ui0. Vamos a comprobar que
V “ Ui0, o lo que es lo mismo, que pP sc “ Ui0.

– Ui0 Ď pP s
c

Sea Q P Ui0. Si Q P pP s, entonces Q Ď P . Dado que Ui0 es creciente, de Q P Ui0

y Q Ď P se seguirı́a P P Ui0, contradicción con P R Ui0. Por lo tanto, Q R pP s, es
decir,

Q P pP sc.

Ası́,
Ui0 Ď pP s

c.

– pP sc Ď Ui0

Sea Q P pP sc. Entonces Q R pP s; en particular, Q P V “
Ş

iPI Ui. Por tanto,

Q P Ui0 .

Ası́,
pP sc Ď Ui0 .

De (1) y (2) obtenemos la igualdad

pP sc “ Ui0 .

Por lo tanto, pP sc es completamente ^-irreducible.

Por lo que queda probada la doble inclusión

Observación 3.2.3. De las demostraciones de los lemas 3.2.1 y 3.2.2 obtenemos las de-
scomposiciones canónicas siguientes para todo U P UPpX pLqq:

U “
ł

t rP q : P P U u, U “
ľ

t pQsc : Q R U u.

Se sigue entonces que el conjunto J 8
`

UPpX pLqq
˘

“ trP q : P P X pLqu es _-denso. Dual-
mente, M8

`

UPpX pLqq
˘

“
␣

pP sc : P P X pLq
(

es ^-denso.

Lema 3.2.4. Sea L un retı́culo completo y S Ď T Ď L. Si S es _-denso en L, entonces
también T es _-denso en L. De manera dual, si S es ^-denso en L, entonces también lo
es T .
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Demostración: Supongamos que S es _-denso. Entonces, para todo u P L,

u “
ł

t s P S : s ď u u.

Pero como t s P S : s ď u u Ď t t P T : t ď u u, por monotonı́a del operador
Ž

se tiene
ł

t t P T : t ď u u ě
ł

t s P S : s ď u u “ u.

Por otra parte, todos los elementos de tt P T : t ď uu son menores o iguales a u, luego
ł

t t P T : t ď u u ď u.

De ambas desigualdades concluimos

u “
ł

t t P T : t ď u u.

Ası́ T es _-denso en L. El caso dual se prueba de manera análoga.

Ahora si, procedemos con la extensión canónica:

Teorema 3.2.5. Sea L un retı́culo distributivo acotado. Entonces, el par pUPpX pLqq, σLq,
donde

UPpX pLqq “ pUppX pLqq,X,Y,X pLq,Hq ,
y σL es la aplicación de Stone definida por

σL : L ãÑ UPpX pLqq
σLpaq “ tP P X pLq : a P P u,

extiende canónicamente a L.

Demostración: Ya se observó que UPpX pLqq es un retı́culo completo. Mostraremos en-
tonces que el par pUPpX pLqq, σLq verifica las tres condiciones de la definición 3.1.14.

1. Doblemente algebraico.

Teniendo en cuenta la observación 3.2.3, los elementos completamente_-irreducibles
son _-densos y los completamente ^-irreducibles son ^-densos. Además, por Teo-
rema 3.1.9 se tiene que J 8pUPpX pLqqq Ď KpUPpX pLqqq y M8pUPpX pLqqq Ď KpUPpX pLqq´1q.
Se sigue entonces del Lema 3.2.4 que los compactos algebraicos son _-densos y los
co-compactos algebraicos son ^-densos; en consecuencia UPpX pLqq es doblemente
algebraico.

2. σLpLq es separante en UPpX pLqq.
Sean U P J 8pUPpX pLqqq y V P M8pUPpX pLqqq con V Ď U . Por los Lemas 3.2.1 y
3.2.2 existen P,Q P X pLq tales que

U “ rP q y V “ pQsc.

La hipótesis V Ď U equivale a
pQsc Ď rP q. (1)

Como P y Q son filtros primos, no puede ocurrir que P Ď Q; por lo tanto existe
a P P con a R Q. Fijemos tal elemento a P L. Probaremos que

V Ď σLpaq Ď U.
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a) V Ď σLpaq.
Sea Z P V “ pQsc. Entonces Z Ę Q, es decir, Z R pQs. De (1) se sigue que
todo elemento que no pertenece a pQs pertenece a rP q, luego Z P rP q, y en
particular P Ď Z. Como a P P , se tiene a P Z, y por definición de σLpaq, esto
implica Z P σLpaq. Por tanto, V Ď σLpaq.

b) σLpaq Ď U .
Sea R P σLpaq. Entonces a P R. Supongamos, con el fin de obtener una con-
tradicción, que R P pQs, es decir R Ď Q. De ello se seguirı́a a P Q, en con-
tradicción con nuestra elección de a R Q. Por tanto, R R pQs. Usando nueva-
mente (1), R P rP q “ U . De aquı́ se deduce σLpaq Ď U .

Esto muestra que existe a P L tal que V Ď σLpaq Ď U , y por lo tanto que σLpLq es
separante en Lδ.

3. σLpLq es compacto en UPpX pLqq.
Sean X, Y Ď L tales que

ľ

UPpX pLqq

σLpXq ď
ł

UPpX pLqq

σLpY q

Es decir, en nuestro contexto:
č

σLrXs Ď
ď

σLrY s

Consideremos Fg
L
pXq el filtro generado por el conjunto X e Ig

L
pY q el ideal generado

por el conjunto Y . Vamos a comprobar que Fg
L
pXq X Ig

L
pY q ‰ H. Asumiremos, por

absurdo, que
Fg

L
pXq X Ig

L
pY q “ H.

Por el Teorema del filtro primo, existe P P X pLq tal que Fg
L
pXq Ď P y P X Ig

L
pY q ‰

H. Asi puesto que X Ď Fg
L
pXq Ď P tenemos que para cada x P X, x P P . Luego,

para cada x P X, se tiene que P P σLpxq y por lo tanto P P
Ş

σLrXs Ď
Ť

σLrY s.
Ası́ existe y P Y tal que P P σLpyq, lo que resulta imposible. Se sigue entonces que
P X Y ‰ H.

Se sigue entonces que existe z P L tal que z P Fg
L
pXq X Ig

L
pY q. Por la definiciones

de filtro e ideal generado, tenemos que existen x1, x2, ..., xn P X y y1, y2, ..., ym P Y
tales que

x1 ^ x2 ^ ...^ xn ď z ď y1 _ y2 _ ..._ ym

Tomando F “ tx1, x2, ..., xnu y G “ ty1, y2, ..., ymu, se sigue que
ľ

L

F ď
ł

L

G

Teniendo en cuenta que σL es un homomorfismo de retı́culos

ľ

UPpX pLqq

σLrF s “ σL

˜

ľ

L

F

¸

ď σL

˜

ł

L

G

¸

“
ł

UPpX pLqq

σLrGs

Con F y G claramente finitos. Es decir, la condición de la Definición 3.1.13 se
satisface.
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Por lo que pUPpX pLqq, σLq es la extensión canónica de L, y la nombraremos entonces
también como pLδ, σLq.

Teorema 3.2.6. UPpX pLqq es un retı́culo distributivo acotado.

Demostración. Mostraremos ambas propiedades del retı́culo UPpX pLqq.

• Acotación

Tanto H como X pLq son crecientes. Para todo U P UPpX pLqq se tiene

H Ď U Ď X pLq,

luegoH es la cota inferior (mı́nimo) y X pLq es la cota superior (máximo) en UPpX pLqq.

• Distributividad

Si U, V,W P UPpX pLqq, entonces U X V , U X W , V Y W y pU X V q Y pU X W q son
crecientes. Usando sólo cuentas conjuntistas, para todo x P X pLq:

x P U X pV YW q ðñ x P U y
`

x P V o x P W
˘

ðñ
`

x P U X V
˘

o
`

x P U XW
˘

ðñ x P pU X V q Y pU XW q.

Por lo tanto,
U X pV YW q “ pU X V q Y pU XW q.

La distributividad dual se verifica del mismo modo:

U Y pV XW q “ pU Y V q X pU YW q.

Concluimos que UPpX pLqq es un retı́culo distributivo acotado.

Ejemplo 5. Aclaración. No todo retı́culo completo es distributivo. Un ejemplo clásico es
el retı́culo M3, cuyos elementos son

0, a, b, c, 1

con relaciones de orden dadas únicamente por

0 ă a ă 1, 0 ă b ă 1, 0 ă c ă 1,

y sin comparabilidades adicionales entre a, b, c. Este retı́culo es completo ya que es finito
, pero no es distributivo. En efecto, se verifica que

a^ pb_ cq “ a mientras que pa^ bq _ pa^ cq “ 0,

por lo que la distributividad falla.

Lema 3.2.7. Sean L un retı́culo distributivo acotado y
`

Lδ, σL
˘

su extensión canónica. Si
Q P X pLq entonces el creciente principal rQq es un cerrado en Lδ. En particular, pQsc es
un abierto.
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Demostración: Sea Z P rQq. Por definición, se sigue que Q Ď Z, es decir, a P Z para
todo a P Q. Esta sencilla observación nos dice que

Z P
č

Lδ

tσLpaq : a P Qu.

Se sigue entonces que rQq Ď
Ş

LδtσLpaq : a P Qu. Recı́procamente, si Z P
Ş

aPQ σLpaq,
entonces a P Z para todo a P Q, es decir, Q Ď Z, y por definición Z P rQq.

Concluimos que
rQq “

č

aPQ

σLpaq,

Teniendo en cuenta la Definición 3.1.17, esta intersección es un cerrado de Lδ.
Sea ahora Q P XpLq. Vamos a comprobar que

pQsc “
ď

Lδ

tσLpaq : a R Qu.

En efecto, notemos que:

P P pQsc si y solo si P Ę Q

si y solo si Da P P zQ

si y solo si P P
ď

Lδ

tσLpaq : a R Qu

De donde se sigue que pQsc es un abierto de la extensión canónica.

3.2.1 Filtros, ideales y su representación en la extensión canónica
En la presente subsección, vamos a estudiar la manera de describir los filtros e ideales
de un retı́culo distributivo dado L, en su extensión canónica

`

Lδ, σL
˘

, la cual construimos
en el Teorema 3.2.5.

Teorema 3.2.8. Sea L un retı́culo distributivo acotado y pLδ, σLq su extensión canónica.
Entonces:

U Ď X pLq es cerrado en Lδ
ðñ DF P FipLq : U “

č

aPF

σLpaq.

Además, esta representación es única: si
Ş

aPF σLpaq “
Ş

aPG σLpaq con F,G P FipLq, en-
tonces F “ G.

Demostración: Veamos la doble implicación y luego la unicidad de la representación.

• ð) Es inmediato por la Definición 3.1.17.

• ñ) Supongamos U P CpLδq. Por definición existe A Ď L tal que

U “
č

aPA

σLpaq.

Sea Fg
L
pAq el filtro generado por A, es decir

Fg
L
pAq “

␣

z P L : Dx1, . . . , xn P A, x1 ^ ¨ ¨ ¨ ^ xn ď z
(

.

Como σL preserva ı́nfimos finitos,
č

aPFg
LpAq

σLpaq “
č

x1^¨¨¨^xnPA

σLpx1 ^ ¨ ¨ ¨ ^ xnq “
č

aPA

σLpaq “ U.

Por tanto U “
Ş

aPFg
LpAq

σLpaq y Fg
L
pAq es filtro, como se querı́a.
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• Unicidad: Supongamos que F,G P FipLq satisfacen
č

aPF

σLpaq “
č

bPG

σLpbq.

Demostraremos F “ G.

Supongamos que existe a P F zG. Es decir que

GX pas “ H

Puesto que G P FipLq y pas es un ideal, por el Teorema del filtro primo existe P P

X pLq tal que G Ď P y a R P . De esto último, P R
Ş

aPF σLpaq “
Ş

bPG σLpbq. Es decir
que existe b P G tal que b R P , lo cual contradice que G Ď P . Este absurdo está dado
por suponer que existe a P F zG. Con un argumento similar podemos mostrar que
tampoco exite b P GzF , mostrando por lo tanto que F “ G.

Teorema 3.2.9. Sea L un retı́culo distributivo acotado y pLδ, σLq su extensión canónica.
Entonces:

U Ď X pLq es abierto en Lδ
ðñ D I P IdepLq : U “

ď

aPI

σLpaq.

Además, esta representación es única: si
Ť

aPI σLpaq “
Ť

aPJ σLpaq con I, J P IdepLq, en-
tonces I “ J .

Demostración: Procederemos como en el caso de los cerrados algebraicos, probando las
dos implicaciones y la unicidad de la representación.

• ð) Es inmediato por la Definición 3.1.16.

• ñ) Sea U Ď X pLq abierto. Por definición existe A Ď L tal que

U “
ď

aPA

σLpaq.

Sea I el ideal generado por A, es decir

I “ t z P L : Dx1, . . . , xn P A, z ď x1 _ ¨ ¨ ¨ _ xn u.

Observamos inmediatamente que
ď

aPI

σLpaq “
ď

x1_¨¨¨_xnPI

σLpx1 _ ¨ ¨ ¨ _ xnq “
ď

aPA

σLpaq “ U,

pues cada σLpx1 _ ¨ ¨ ¨ _ xnq “
Ťn

i“1 σLpxiq y las uniones finitas sean absorbidas por
la unión sobre A. Ası́ U “

Ť

aPI σLpaq con I ideal.

• Unicidad: Supongamos que F,G P IdepLq satisfacen
ď

aPF

σLpaq “
ď

bPG

σLpbq.

Demostraremos F “ G.
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Supongamos que existe a P F zG. Es decir que

GX raq “ H

Puesto que G P IdepLq y raq es un filtro, por el Teorema del filtro primo existe
P P X pLq tal que G X P “ H y a P P . De esto último, P P

Ť

aPF σLpaq “
Ť

bPG σLpbq.
Es decir que existe b P G tal que P P σLpbq, y por lo tanto b P P , lo cual contradice
que G X P “ H. Este absurdo está dado por suponer que existe a P F zG. Con un
argumento similar podemos mostrar que tampoco exite b P GzF , mostrando por lo
tanto que F “ G.

Sea L un retı́culo distributivo acotado y pLδ, σLq su extensión canónica. Como con-
secuencia de los Teoremas 3.2.8 y 3.2.9, obtenemos una identificación biunı́voca entre
filtros e ideales de L, con cerrados algebraicos y abiertos algebraicos de Lδ, respecti-
vamente. Dicha identificación univoca la formalizaremos en los siguiente apartados.
Asimismo, estos resultados serán empleados en las siguientes secciones para construir
y caracterizar las extensiones canónicas de operadores mediante relaciones sobre el con-
junto de puntos X pLq.

Isomorfismo entre filtros y cerrados

En el presente apartado, utilizaremos el Teorema 3.2.8 para establecer un isomorfismo
dual de posets, entre los filtros de un retı́culo distributivo acotado L y los cerrados alge-
braicos de su extensión canónica Lδ.

Teorema 3.2.10. Sean L un retı́culo distributivo acotado y pUPpX pLqq, σLq su extensión
canónica. Definamos las aplicaciones

Ψ : FipLq ÝÑ CpLδ
q, ΨpF q “

č

aPF

σLpaq,

Φ : CpLδ
q ÝÑ FipLq, ΦpCq “ t a P L : C Ď σLpaq u.

Entonces Ψ y Φ son antimonótonas y verifican Φ ˝ Ψ “ IdFipLq y Ψ ˝ Φ “ IdCpLδq. En
particular,

`

FipLq,Ď
˘op

–
`

CpLδ
q,Ď

˘

.

Demostración: Procederemos en cuatro pasos.

1. Ψ está bien definida y es antimonótona.
Por el Teorema 3.2.8, para cada filtro F de L el conjunto

Ş

aPF σLpaq es un cerrado
algebraico, por lo que ΨpF q P CpLδq. Si F1 Ď F2 entonces claramente

ΨpF2q “
č

aPF2

σLpaq Ď
č

aPF1

σLpaq “ ΨpF1q

por lo que Ψ es antimonótona.

2. Φ está bien definida y es antimonótona
Sea C P CpLδq. Definimos ΦpCq “ ta P L : C Ď σLpaqu. Si a ď b y a P ΦpCq entonces
C Ď σLpaq Ď σLpbq, ası́ b P ΦpCq. Si a, b P ΦpCq entonces C Ď σLpaqXσLpbq “ σLpa^ bq,
por lo que a ^ b P ΦpCq. Luego ΦpCq es un filtro de L. Además, si C1 Ď C2 entonces
ΦpC2q Ď ΦpC1q, por lo que Φ es antimonótona.
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3. Φ ˝Ψ “ IdFipLq

Sea F P FipLq. Por definición

ΦpΨpF qq “ ta P L :
č

xPF

σLpxq Ď σLpaqu.

Mostramos que este conjunto es exactamente F .

- Si a P F entonces
Ş

xPF σLpxq Ď σLpaq es inmediato, por lo que F Ď ΦpΨpF qq.

- Supongamos a R F . Como F es filtro y a R F , los conjuntos F y pas son disjuntos.
Por el Teorema del filtro primo existe un filtro primo P que contiene a F y no
contiene a a. Entonces P P

Ş

xPF σLpxq pero P R σLpaq, es decir
Ş

xPF σLpxq Ę σLpaq.
Ası́ a R ΦpΨpF qq.

Combinando ambas inclusiones obtenemos ΦpΨpF qq “ F .

4. Ψ ˝ Φ “ IdCpLδq

Sea C P CpLδq. Por definición

ΨpΦpCqq “
č

aPL
CĎσLpaq

σLpaq.

Como C es un cerrado algebraico, existe A Ď L con C “
Ş

aPA σLpaq. En particular,
todo a P A satisface C Ď σLpaq, por lo que

Ş

aPA σLpaq Ě
Ş

CĎσLpbq
σLpbq. Por otro lado,

la intersección sobre todos los σLpbq que contienen C está contenida en cada uno de
ellos, y por tanto en C. En consecuencia ΨpΦpCqq “ C.

Ası́ vimos que Ψ y Φ son antimonótonas mutuamente inversas, lo que exhibe el anti-
isomorfismo de posets anunciado.

Corolario 3.2.11. Sean L un retı́culo distributivo acotado y pLδ, σLq su extensión canónica.
Para todo C P CpLδq y todo filtro primo Q P X pLq se cumple

Q P C ðñ ΦpCq Ď Q.

Demostración: Por el Teorema 3.2.10,

C “ ΨpΦpCqq “
č

aPΦpCq

σLpaq.

Por tanto, para todo Q P X pLq,

Q P C ðñ @a P ΦpCq, Q P σLpaq ðñ @a P ΦpCq, a P Q ðñ ΦpCq Ď Q.

Isomorfismo entre ideales y abiertos

De manera análoga al caso de filtros y cerrados algebraicos, describimos a continuación
el isomorfismo entre el poset de ideales de L y el de abiertos de Lδ.
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Teorema 3.2.12. Sea L un retı́culo distributivo acotado y pLδ, σLq su extensión canónica.
Entonces las aplicaciones

Θ : IdepLq ÝÑ OpLδ
q, ΘpIq “

ď

aPI

σLpaq,

Γ : OpLδ
q ÝÑ IdepLq, ΓpUq “ t a P L : σLpaq Ď U u.

son monótonas y satisfacen Γ ˝Θ “ IdIdepLq y Θ ˝ Γ “ IdOpLδq. Por lo tanto,
`

IdepLq,Ď
˘

–
`

OpLδ
q,Ď

˘

.

Demostración: Haremos la prueba de manera análoga a la prueba del Teorema 3.2.10.

1. Θ bien definida y monótona.

Por el Teorema 3.2.9, para cada ideal I Ď L, ΘpIq “
Ť

aPI σLpaq es un abierto.
Además, si I1 Ď I2, entonces

ΘpI1q “
ď

aPI1

σLpaq Ď
ď

aPI2

σLpaq “ ΘpI2q,

de modo que Θ es monótona.

2. Γ bien definida y monótona.

Sea U P OpLδq. Definimos

ΓpUq “ ta P L : σLpaq Ď Uu.

- Si a ď b y b P ΓpUq, entonces σLpaq Ď σLpbq Ď U , de modo que a P ΓpUq. - Si
a, b P ΓpUq, entonces σLpa_ bq “ σLpaq Y σLpbq Ď U , luego a_ b P ΓpUq.

Ası́, ΓpUq es un ideal de L. Además, si U1 Ď U2, entonces ΓpU1q Ď ΓpU2q, lo que
prueba que Γ es monótona.

3. Γ ˝Θ “ IdIdepLq.

Sea I P IdepLq. Entonces

ΓpΘpIqq “ t a P L : σLpaq Ď
ď

xPI

σLpxq u.

Si a P I, la inclusión es inmediata; veamos la recı́proca. Supongamos a R I. Como I
es ideal, I X raq “ H. Por el teorema del filtro primo, existen un filtro primo P con
raq Ď P y I X P “ H. De a P P se sigue P P σLpaq, mientras que I X P “ H implica
P R σLpxq para todo x P I. Ası́ P P σLpaqz

Ť

xPI σLpxq, por lo que σLpaq Ę
Ť

xPI σLpxq y
a R ΓpΘpIqq. Concluimos que ΓpΘpIqq “ I.

4. Θ ˝ Γ “ IdOpLδq.

Sea U un abierto. Entonces

ΘpΓpUqq “
ď

aPΓpUq

σLpaq “
ď

aPL
σLpaqĎU

σLpaq “ U.
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Los cuatro pasos anteriores muestran que Θ y Γ son aplicaciones monótonas mutua-
mente inversas, lo que concluye el isomorfismo de posets.

Corolario 3.2.13. Sea L un retı́culo distributivo acotado y pLδ, σLq su extensión canónica.
Para todo abierto O P OpLδq y todo a P L se cumple

σLpaq Ď O ðñ a P ΓpOq.

Demostración: Para un a P L se tiene:

a P ΓpOq ðñ σLpaq Ď O

por definición misma de Γ.

Para finalizar esta sección, haremos una conexión de las nociones de abiertos y cer-
rados de la extensión canónica pLδ, σLq para un retı́culo disitributivo acotado dado L, con
las nociones de conjuntos abiertos y cerrados del espacio de Priestley dual de L.

3.2.2 Conexiones con nociones topológicas
En la presente subsección, haremos una conexión entre las estructuras algebraicas y las
estructuras topológicas que hemos trabajo a lo largo de esta tesis. En particular, dado
un retı́culo distributivo acotado L, vamos a trabajar simultáneamente con su extensión
canónica pLδ, σLq y su espacio de Priestley dual pX pLq, τL,Ďq.

Comenzaremos haciendo una observación que será de gran interés en la presente
subsección y a lo largo de este capı́tulo.

Observación 3.2.14. Sean L un retı́culo distributivo acotado, pX pLq, τL,Ďq su espacio de
Priestley dual y

`

Lδ, σL
˘

su extensión canónica. Recordemos que, para a P L, el conjunto

σLpaq “ tP P X pLq : a P P u,

es un conjunto clopen creciente del espacio de Priestley asociado a L. Asimismo, teniendo
en cuenta la Proposición 3.1.19, el conjunto σLpaq puede interpretarse como un conjunto
abierto en Lδ y cerrado en Lδ, simultáneamente. Por lo tanto, el conjunto σLpaq es un
clopen, ya sea desde el punto de vista topológico sobre el espacio de Priestley pX pLq, τL,Ďq
como asi también desde el punto de vista algebraico en Lδ.

A continuación, enunciaremos un resultado que permite establecer conexiones entre
conceptos algebraicos y conceptos topológicos.

Teorema 3.2.15. Sean L un retı́culo distributivo acotado, pX pLq, τL,Ďq su espacio de
Priestley dual y

`

Lδ, σL
˘

su estensión canónica. Entonces

1. U P CpLδq si y sólo si U es un conjunto cerrado creciente de pX pLq, τL,Ďq

2. U P OpLδq si y sólo si U es un conjunto abierto creciente de pX pLq, τL,Ďq

Demostración: Vamos a comprobar solamente (1), ya que un razonamiento análogo
puede hacerse para p2q. En efecto, consideremos U P CpLδq. Teniendo en cuenta el
Teorema 3.2.10, se sigue que existe un filtro F de L tal que

U “
č

tσLpaq : a P F u.
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Por el Corolario 1.6.5, se sigue que U es un conjunto cerrado creciente de pX pLq, τL,Ďq.
Recı́procamente, asumiremos que U es un conjunto cerrado y creciente del espacio de
Priestley asociado a L. Nuevamente, por el Corolario 1.6.5, se sigue que U es intersección
de clopens crecientes de pX pLq, τL,Ďq. Esto es,

U “
č

tσLpaq : a P Au.

Luego, por el Teorema 3.2.8, se sigue que U es cerrado en Lδ.

3.3 Extensión canónica de operadores unarios
En la presente sección, vamos a dar algunas definiciones y resultados que serán de gran
utilidad para el estudio de la extensión canónica para pi, jq-retı́culos distributivos aco-
tados. En esta primera parte, hablaremos en términos generales, sin hacer mención
a la extensión canónica pLδ, σLq construida en la sección 3.2. Además, adoptaremos la
técnica para extender el operador unario utilizando la formulación adoptada en la lit-
eratura (ver [9, 8, 7, 4, 10]). y será fundamental para llevar adelante el estudio de los
operadores normales de tipo pi, jq en la sección siguiente.

Definición 3.3.1. Sean L y M dos retı́culos distributivos acotados, eL : L ãÑ Lδ y eM : M ãÑ

Mδ sus extensiones canónicas, y sea m : L Ñ M un operador monótono. Definimos las
extensiones canónicas mσ,mπ : Lδ ÑMδ de la siguiente manera:

mσ
puq “

ł

Mδ

!

ľ

Mδ

t eMpmpaqq : a P L, C ď eLpaq u
ˇ

ˇ

ˇ
C P CpLδ

q, C ď u
)

,

mπ
puq “

ľ

Mδ

!

ł

Mδ

t eMpmpaqq : a P L, eLpaq ď O u
ˇ

ˇ

ˇ
O P OpLδ

q, u ď O
)

,

para todo u P Lδ.

Notemos que las descripciones de mσ y mπ se simplifican considerablemente cuando
se aplican a elementos cerrados o abiertos de Lδ. Esto permite, en particular, verificar
que ambas extensiones restringen al operador original m en la copia embebida erLs.

Lema 3.3.2. Sea C P CpLδq un cerrado algebraico. Entonces

mσ
pCq “

ľ

Mδ

t eMpmpaqq : a P L, C ď eLpaq u.

Demostración: En la definición de mσpuq, al tomar U “ C cerrado algebraico, la unión
externa sobre los x ď C se colapsa en el término correspondiente a x “ C, ya que los
demás son mayores.

Lema 3.3.3. Sea O P OpLδq un abierto. Entonces

mπ
pOq “

ł

Mδ

t eMpmpaqq : a P L, eLpaq ď O u.

Demostración: La demostración es dual: en la definición de mπpuq basta considerar el
abierto O mismo en la familia de ı́nfimos.

En otras palabras, las fórmulas para mσ y mπ se simplifican en cerrados y abiertos
algebraicos. Esto nos permite verificar que, en efecto, ambas construcciones merecen el
nombre de extensiones, ya que coinciden con m en los elementos de L vistos dentro de Lδ.
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Teorema 3.3.4. Para todo a P L se cumple

mσ
`

eLpaq
˘

“ eM
`

mpaq
˘

“ mπ
`

eLpaq
˘

.

En particular, ambas extensiones restringen a m sobre la copia de L en Lδ.

Demostración: Sea p “ eLpaq. Como p es simultáneamente cerrado y abierto algebraico
(Proposición 3.1.19), los Lemas 3.3.2 y 3.3.3 aplicados a p dan

mσ
ppq “

ľ

teMpmpbqq : a ď bu “ eMpmpaqq, mπ
ppq “

ł

teMpmpbqq : b ď au “ eMpmpaqq,

usando la monotonı́a de m y de las inclusiones eL, eM.

Ahora mencionaremos tres resultados generales sobre las extensiones canónicas de
operadores unarios, cuyas demostraciones pueden consultarse en [7, pp. 349–352]. Di-
chos resultados establecen propiedades fundamentales de las extensiones mσ y mπ, y nos
permitirán posteriormente concluir que si se preservan los supremos, estas extensiones
coinciden.

Lema 3.3.5. [7, Lema 4.2] Para todo u P Lδ se cumple mσpuq ď mπpuq.

Lema 3.3.6. [7, Lema 4.4] Si mσ preserva supremos arbitrarios, entonces mσ “ mπ.
Dualmente, si mπ preserva ı́nfimos arbitrarios, entonces mσ “ mπ.

Lema 3.3.7. [7, Lema 4.2] Si m preserva supremos finitos, entonces mσ preserva supre-
mos arbitrarios. Dualmente, si m preserva ı́nfimos finitos, entonces mπ preserva ı́nfimos
arbitrarios.

A partir de estos lemas podemos plantear el siguiente teorema:

Teorema 3.3.8. Sean L,M retı́culos distributivos acotados, eL, eM sus extensiones canónicas
y m : L Ñ M un operador monótono. Si m preserva supremos finitos, entonces mσ “ mπ.
Dualmente, si m preserva ı́nfimos finitos, entonces mσ “ mπ.

Demostración: Del Lema 3.3.7 se deduce que mσ preserva supremos arbitrarios. Por
el Lema 3.3.6, se sigue que mσ “ mπ. El caso dual es análogo.

De este modo, cuando m preserva un tipo de finitud (supremos o ı́nfimos) —como
sucede en los operadores normales de tipo p1, 1q o p´1,´1q—, ambas extensiones coinci-
den. En tales casos escribiremos simplemente mδ para designar la extensión canónica
de m.

A partir de este marco general, en la siguiente sección particularizaremos la con-
strucción a los operadores normales de tipo pi, jq introducidos en el Capı́tulo 2. Dado un
operador

m : Li
ÝÑ Lj,

su extensión canónica será el morfismo

mδ : pLi
q
δ
ÝÑ pLj

q
δ.

la cual permitirá conectar algebraicamente las relaciones inducidas en el espacio dual
de Priestley.
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3.3.1 Caso particular: la extensión σL sobre UPpX pLqq y operadores
pi, jq

En el marco de la sección anterior, estudiamos la extensión canónica mσ,mπ : Lδ Ñ Mδ

de un operador monótono m : L Ñ M. Recordemos ahora que, de acuerdo con la Obser-
vación 2.1.2, todo operador normal de tipo pi, jq puede verse como un _-homomorfismo

m : Li
ÝÑ Lj.

En particular, un_-homomorfismo es automáticamente monótono, de modo que la teorı́a
general de extensiones canónicas desarrollada en la sección anterior puede aplicarse
directamente en este caso.

Para cada ı́ndicei P t´1, 1u, denotamos por

σLi : Li
ÝÑ UPpX pLi

qq

la función de Stone asociada al retı́culo Li, definida por

σLipaq “ tP P X pLi
q : a P P u.

Obsérvese que esta aplicación depende del orden y de la topologı́a de Li; por lo tanto, σL
y σL´1 no coinciden.

Aplicando ahora la construcción general de la extensión canónica al caso particular
en que los operadores actúan sobre los retı́culos de conjuntos crecientes UPpX pLiqq y
UPpX pLjqq, obtenemos que las extensiones canónicas de un operador normal de tipo pi, jq,
es decir de un _-homomorfismo

m : Li
ÝÑ Lj,

adoptan en este contexto la siguiente forma explı́cita. Dados pi, jq P t´1, 1u2 y m : Li Ñ Lj

un operador normal de tipo pi, jq. Definimos sus extensiones

mσ, mπ : UPpX pLi
qq ÝÑ UPpX pLj

qq

por

mσ
pUq “

ď

UPpX pLjqq

!

č

UPpX pLjqq

tσLjpmpaqq : C Ďi σLipaqu
ˇ

ˇ

ˇ
C P CpUPpX pLi

qqq, C Ďi U
)

,

mπ
pUq “

č

UPpX pLjqq

!

ď

UPpX pLjqq

tσLjpmpaqq : σLipaq Ďi Ou
ˇ

ˇ

ˇ
O P OpUPpX pLi

qqq, U Ďi O
)

.

Recordemos, teniendo en cuenta la Definición 2.1.5, que el sı́mbolo Ďi denota inclusión
directa si i “ 1 e inclusión inversa si i “ ´1.

Esta formulación explicita las dos representaciones de Stone involucradas: una para
el dominio Li y otra para el codominio Lj. Los signos determinan, en cada caso, si se
trabaja sobre UPpX pLqq o sobre su dual UPpX pL´1qq.

Teorema 3.3.9. Sea pi, jq P t´1, 1u2 y m : Li Ñ Lj un operador normal. Entonces, para
todo a P L,

mσ
`

σLipaq
˘

“ σLj

`

mpaq
˘

“ mπ
`

σLipaq
˘

.
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Demostración: Sea U “ σLipaq. Dado que σLipaq es clopen, es simultáneamente cerrado
y abierto en UPpX pLiqq. Aplicando los Lemas 3.3.2 y 3.3.3 obtenemos

mσ
pσLipaqq “

č

tσLjpmpbqq : σLipaq Ďi σLipbqu.

Como σLipaq Ďi σLipbq si y sólo si a ďi b, la intersección puede escribirse
č

běia

σLjpmpbqq.

Por monotonı́a de m se cumple mpaq ďj mpbq para todo b ěi a, y entonces σLjpmpaqq Ďj

σLjpmpbqq. De ello se deduce
mσ
pσLipaqq “ σLjpmpaqq.

El argumento dual, aplicado a mπ, da

mπ
pσLipaqq “

ď

bďia

σLjpmpbqq “ σLjpmpaqq.

Teorema 3.3.10. Sea pi, jq P t´1, 1u2 y m : Li Ñ Lj un operador normal de tipo pi, jq. Si
m preserva supremos (o ı́nfimos) finitos, entonces

mσ
“ mπ.

En consecuencia, existe una única extensión canónica

mδ : UPpX pLi
qq ÝÑ UPpX pLj

qq.

Demostración: La afirmación es consecuencia directa del Teorema 3.3.8. Los oper-
adores normales de tipo p1, 1q preservan supremos finitos, y los de tipo p´1,´1q preser-
van ı́nfimos finitos. En el caso mixto p1,´1q, al ver a m : LÑ L´1 como un_-homomorfismo,
por lo que los supremos en el dominio se corresponden con supremos en el codominio,

mpa_L bq “ mpaq ^L mpbq “ mpaq _L´1 mpbq

de modo que m preserva supremos. El caso p´1, 1q es dual.

Observación 3.3.11. En los casos en que mσ “ mπ, escribiremos simplemente mδ para
denotar la extensión canónica única. No obstante, conservaremos las notaciones mσ y mπ

cuando sea necesario referirse explı́citamente a sus definiciones en términos de abiertos y
cerrados de Lδ.

3.4 La relación dual inducida por la extensión canónica
El objetivo de esta sección es establecer, para los distintos tipos de operadores normales
pi, jq P t´1, 1u2, el vı́nculo entre la extensión canónica y la relación que caracteriza al
funtor dual introducido en el Capı́tulo 2. Mostraremos que, en todos los casos, la ex-
tensión canónica induce de manera natural la misma relación Rm que se utiliza en la
dualidad tipo Priestley desarrollada en dicho Capı́tulo.

La técnica que utilizaremos en cada caso será la siguiente: analizaremos la acción
puntual del operador extendido mσ sobre los cerrados (o abiertos) de la extensión canónica,
describiendo su comportamiento mediante una multirrelación, la cual relaciona filtro
primos con abiertos o cerrados de la extensión canónica, y luego identificaremos dicha
multirrelación con la relación Rm correspondiente en cada caso.

Comenzaremos entonces por definir que entenderemos por una multirrelación.
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Definición 3.4.1. Sea X un conjunto. Una multirrelación sobre X es un subconjunto

N Ď X ˆ PpXq,

A continuación estudiaremos cada caso por separado. Comenzaremos con el tipo
p1, 1q, que servirá de modelo general, pues los demás casos se obtendrán a partir de él
mediante dualizaciones o simetrı́as apropiadas.

El caso p1, 1q
Comenzaremos estudiando cómo el operador mσ se define sobre un cerrado C P CpLδq.
Por la definición particular de mσ sobre un cerrado algebraico para el caso p1, 1q, se tiene
que:

mσ
pCq “

č

UPpX pLqq

tσLpmpaqq : C Ď σLpaqu.

Por lo tanto, para un filtro primo P , se tiene que:

P P mσ
pCq ðñ @ a P L,

`

C Ď σLpaq ñ mpaq P P
˘

.

Por la caracterización del Teorema 3.2.11, podemos reescribir la condición anterior como

P P mσ
pCq ðñ @a P ΦpCq, mpaq P P.

Se sigue entonces que
ΦpCq Ď m´1

rP s,

o, de manera equivalente,
ΦpCq Xm´1

rP sc “ ∅.

Esta equivalencia sugiere que la pertenencia P P mσpCq puede expresarse de forma
puramente relacional, definiendo la siguiente multirrelación.

Definición 3.4.2. Sean L un retı́culo distributivo acotado y m : L Ñ L un operador
normal de tipo p1, 1q. La multirrelación inducida por m se define de la siguiente manera:

pP,Cq P Nm ðñ ΦpCq Xm´1
rP sc “ H.

Recordemos que, por el Lema 2.3.1, m´1rP sc es un ideal, puesto que m es un operador
de tipo p1, 1q y P es un filtro primo. De este modo, la condición anterior expresa que el
filtro ΦpCq y el ideal m´1rP sc son disjuntos.

Observación 3.4.3. La equivalencia antes presentada puede leerse ahora ası́:

P P mσ
pCq si y sólo si pP,Cq P Nm.

Es decir, el operador canónico mσ queda determinado por la multirrelación Nm.

En lo que sigue, vamos a identificar esta multirrelación con la relación dual Rm

introducida en el Capı́tulo 2. Recordemos que dicha relación estaba definida como
pP,Qq P Rm ðñ Qi Ď m´1rP sj. Es decir que para este caso particular, tenemos que
pP,Qq P Rm ðñ Q Ď m´1rP s.

Lema 3.4.4. Sea m un operador de tipo p1, 1q. Para todo P P X pLq y todo C P CpLδq se
verifican las siguientes proposiciones equivalentes:
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1. pP,Cq P Nm

2. DQ P C tal que pP,Qq P Rm

3. pP, rQqq P Nm

donde rQq “ tR P X pLq : Q Ď Ru es el creciente principal de Q.

Demostración: Probaremos p1q ñ p2q ñ p3q ñ p1q:

• p1q ñ p2q:

Supongamos pP,Cq P Nm. Por definición, ΦpCq Ď m´1rP s, es decir, ΦpCq :“ ΦpCq
es un filtro tal que ΦpCq X m´1rP sc “ H. Por el Lema 2.3.1, m´1rP sc es un ideal.
Aplicando el teorema del filtro primo, existe un filtro primo Q P X pLq con

ΦpCq Ď Q y QXm´1
rP sc “ H.

De la segunda condición se deduce Q Ď m´1rP s, es decir pP,Qq P Rm. Como ΦpCq Ď
Q, por el Corolario 3.2.11 se tiene Q P C. Hemos probado ası́ pP,Cq P Nm ñ DQ P C
tal que pP,Qq P Rm.

• p2q ñ p3q:

Sea Q P C tal que pP,Qq P Rm, o sea Q Ď m´1rP s. Consideremos el creciente
principal de Q,

rQq “ tR P X pLq : Q Ď Ru.

Por la definición de la correspondencia Φ, se tiene ΦprQqq “ Q. Como Q Ď m´1rP s,
resulta entonces ΦprQqq Ď m´1rP s, y en consecuencia pP, rQqq P Nm.

• p3q ñ p1q:

Si pP, rQqq P Nm, entonces ΦprQqq “ Q Ď m´1rP s. Puesto que Q P rQq Ď C, se tiene
también ΦpCq Ď Q Ď m´1rP s, lo que muestra pP,Cq P Nm.

El lema anterior muestra que, gracias a las propiedades de normalidad del operador
p1, 1q, la multirrelación Nm coincide punto a punto con la relación Rm introducida en el
Capı́tulo 2.

Para finalizar esta sección, vamos a comprobar que el operador mσ extiende de buena
manera a el operador mRm definido en la dualidad de tipo Priestley (ver Capitulo 2) i.e.,
ambos coinciden sobre los clopen. Recordemos que este operador estaba definido sobre
los clopens como mRmpUq “ R´1

m pU
iqj, es decir que en este caso particular, mRmpUq “

R´1
m pUq. Antes de probar dicho resultado, vamos a probar un lema previo que será útil.

Lema 3.4.5. Sean L un retı́culo distributivo acotado, pLδ, σLq su extension canónica, U
un clopen de Lδ y R Ď X pLq ˆ X pLq una relación binaria. Entonces, para todo P P X pLq,
son equivalentes:

1 Existe un cerrado algebraico C Ď U y un filtro primo Q P C tal que pP,Qq P R

2 Existe un filtro primo Q P U tal que pP,Qq P R

Demostración: Probaremos ambas implicaciones:
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• p1q ñ p2q Si existen C Ď U cerrado algebraico y un punto Q P C con pP,Qq P R,
entonces necesariamente Q P U .

• p2q ñ p1q Recı́procamente, si existe Q P U con pP,Qq P R, podemos tomar simple-
mente C “ U . Como U es clopen (y en particular cerrado), se tiene C Ď U , Q P C y
pP,Qq P R

A continuación, vamos a comprobar que los operadores mσ y mRm coinciden sobre los
clopen de la extensión canónica de cualquier retı́culo distributivo acotado dado.

Teorema 3.4.6. Sean L un retı́culo distributivo acotado, m un operador de tipo p1, 1q
definido sobre L y U un clopen de la extensión canónica. Entonces, para todo P P X pLq,

P P mσ
pUq ðñ P P mRmpUq.

Demostración: Sea P P X pLq. Vamos a comprobar que, para cada U clopen de Lδ, se
verifica:

P P mσ
pUq ðñ P P mRmpUq.

Recordemos que mσ se define a partir de los cerrados algebraicos C Ď U . Por lo tanto, se
tiene que

P P mσ
pUq ðñ DC Ď U cerrado tal que P P mσ

pCq

ðñ DC Ď U tal que pP,Cq P Nm (Observación 3.4.3)
ðñ DC Ď U, DQ P C con pP,Qq P Rm (Lema 3.4.4)
ðñ DQ P U tal que pP,Qq P Rm (Lema 3.4.5)
ðñ P P R´1

m pUq “ mRmpUq.

En consecuencia, mσ y mRm definen el mismo operador sobre los clopens de la extensión
canónica.

Es importante mencionar que el operador mσ está definido sobre todo el retı́culo Lδ,
sin embargo, coincide con mRm sobre los clopens de la extensión canónica.

El caso p1,´1q
Consideremos ahora el caso en donde pL,mq es un retı́culo distributivo acotado y m es
un operador normal de tipo p1,´1q. Se sigue entonces que m es un operador que en L
que es antimonótono y satisface mpa_ bq “ mpaq ^mpbq y mp0q “ 1.

Nuestro objetivo será análogo al caso p1, 1q, a saber: describir mσ sobre la extensión
canónica en términos relacionales y comprobar que mσ es igual al operador inducido por
la relación dual Rm.

Comenzaremos esta sección con el siguiente resultado.

Lema 3.4.7. Sean L un retı́culo distributivo acotado y P P X pLq. Entonces para todo
a P L se verifica la siguiente igualdad:

P P σL´1paq ðñ P c
P σLpaq

c.
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Demostración: Por definición de la aplicación de Stone, tanto sobre L como sobre L´1:

P P σL´1paq ðñ a P P y P P X pL´1
q

ðñ a R P c y P c
P X pLq (Lema 1.5.21)

ðñ P c
P σLpaq

c

A continuación, daremos una descripción del operador mσ sobre los elementos cerra-
dos de Lδ.

Sea C P CpLδq un cerrado y P P X pLq. Por la definición particular de las extensiones
dada en la subsección 3.3.1 y por el Lema 3.3.2, se tiene que

mσ
pCq “

č

UPpX pL´1qq

t σL´1pmpaqq : C Ď σLpaq u.

Notemos que, la operación de ı́nfimo arbitrario está siendo tomada sobre el retı́culo
`

Lδ
˘´1. Por lo tanto, expresando dicha operación en términos de Lδ, se tiene que

mσ
pCq “

ď

UPpX pLqq

t σL´1pmpaqq : C Ď σLpaq u.

Por tanto, un punto P pertenece a mσpCq si

P P mσ
pCq ðñ D a P L tal que C Ď σLpaq y P P σL´1pmpaqq.

Notemos que, la condicion C Ď σLpaq puede intepretarse por medio del filtro asociado
ΦpCq (Teorema 3.2.11), obteniendo

P P mσ
pCq ðñ D a P ΦpCq tal que P P σL´1pmpaqq.

Teniendo en cuenta el Lema 3.4.7, se sigue que

P P σL´1pmpaqq ðñ P c
P σLpmpaqq

c
ðñ mpaq R P c,

de donde se sigue que:

P P mσ
pCq ðñ D a P ΦpCq tal que mpaq R P c.

Finalmente, como m´1rP s “ t a P L : mpaq P P u y P c es un ideal, la condición mpaq R P c

es equivalente a a P m´1rP s. De este modo llegamos a la siguiente formulación:

P P mσ
pCq ðñ D a P ΦpCq tal que a P m´1

rP s ðñ ΦpCq Xm´1
rP s ‰ ∅.

La última equivalencia sintetiza la idea central: en el caso p1,´1q la pertenencia de
P a mσpCq se expresa mediante la existencia de un elemento del filtro asociado ΦpCq
que no es excluido por el ideal m´1rP s. De este modo, la relación entre P y C refleja la
antimonotonı́a (en L) del operador de tipo p1,´1q. En consecuencia,

P P mσ
pCq ðñ ΦpCq Xm´1

rP s ‰ H,

donde m´1rP s es un ideal por el Lema 2.3.1 aplicado al tipo p1,´1q.

Motivados por la caracterización anterior, definimos:
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Definición 3.4.8. Sean L un retı́culo distributivo acotado y m : L Ñ L´1 un operador
normal de tipo p1,´1q. Definimos la multirrelación:

pP,Cq P Nm ðñ ΦpCq Xm´1
rP s “ H,

para P P X pLq y C P CpLδq.

Observación 3.4.9. Obsérvese que esta definición reproduce la misma multirrelación
introducida en el caso p1, 1q, pero aquı́ la condición de pertenencia a mσpCq se formula en
términos de los pares que no pertenecen a Nm. Con esta notación, para todo C P CpLδq y
P P X pLq se tiene

P P mσ
pCq ðñ pP,Cq R Nm.

Nuevamente, el paso siguiente consiste en identificar esta multirrelación con la relación
dual Rm introducida en el Capı́tulo 2. Recordemos que dicha relación, para este caso par-
ticular, está definida como pP,Qq P Rm ðñ Q Ď m´1rP sc.

Lema 3.4.10. Sean L un retı́culo distributivo acotado y m un operador de tipo p1,´1q.
Entonces, para todo P P X pLq y todo C P CpLδq, las siguiente afirmaciones son equiva-
lentes:

1. pP,Cq R Nm.

2. @Q P C : pP,Qq R Rm.

Demostración: p1q ñ p2q Supongamos pP,Cq R Nm. Por definición de Nm, se sigue que

ΦpCq Xm´1
rP s ‰ H.

Sea a P ΦpCq X m´1rP s. Como a P ΦpCq, se tiene que C Ď σLpaq. Ahora bien, para
cualquier Q P C, de a P m´1rP s se sigue mpaq P P , y por la definición de la relación dual
para el tipo p1,´1q,

pP,Qq R Rm ðñ Q Ę m´1
rP sc ðñ D a P QXm´1

rP s.

Pero precisamente a P QXm´1rP s, ya que C Ď σLpaq implica a P Q. Por tanto, pP,Qq R Rm

para todo Q P C.

p2q ñ p1q Supongamos que @Q P C, pP,Qq R Rm. Entonces para cada Q P C existe
aQ P QXm´1rP s. Consideremos el conjunto

F “ t aQ : Q P C u.

Como cada aQ pertenece a ΦpCq (pues aQ P Q para todo Q P C) y a m´1rP s, se concluye
que F Ď ΦpCq Xm´1rP s. En particular, la intersección ΦpCq Xm´1rP s es no vacı́a, y por
tanto pP,Cq R Nm.

Veamos por último que lo operadores mσ y mRm coinciden sobre los clopens de la
extensión canónica. Recordemos que en este caso particular, si U es un clopen de la
extensión canónica, mRmpUq “ R´1

m pUq
c.

Teorema 3.4.11. Sean L un retı́culo distributivo acotado, m un operador de tipo p1,´1q
definido sobre L y U un clopen de la extensión canónica. Entonces, para todo P P X pLq,

P P mσ
pUq ðñ P P mRmpUq.
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Demostración: Concatenamos las equivalencias clave, como en el caso p1, 1q. Recorde-
mos que, en este caso, mσ se define como una intersección (indexada por los cerrados
contenidos en U ); por tanto, la pertenencia P P mσpUq se traduce en una condición uni-
versal sobre los cerrados C Ď U :

P P mσ
pUq ðñ @C Ď U cerrado, P P mσ

pCq

ðñ @C Ď U : pP,Cq R Nm (Observación 3.4.9)
ðñ @C Ď U, @Q P C : pP,Qq R Rm (Lema 3.4.10)
ðñ @Q P U : pP,Qq R Rm (Lema 3.4.5)
ðñ RmpP q Ď U c

ðñ U Ď RmpP q
c

ðñ P P R´1
m pUq

c
“ mRmpUq.

En consecuencia, mσ y mRm definen el mismo operador sobre los clopens de la extensión
canónica.

El caso p´1,´1q
En esta subsección consideraremos el caso en donde pL,mq es un retı́culo distributivo
acotado y m es un operador normal de tipo p´1,´1q. Sin embargo aquı́ no utilizaremos
la Observación 2.1.2, sino que tomaremos a

m : L ÝÑ L

es decir, un operador que es preserva ı́nfimos finitos y el elemento superior de L, y por
lo tanto es monótono. Es decir que la extensión canónica que podemos definir está dada
de UPpX pLqq a UPpX pLqq. Además, recordemos que por el Teorema 3.3.10, la extensión
canónica de m satisface mσ “ mπ, de modo que podemos trabajar indistintamente con
una u otra. En lo que sigue utilizaremos mπ, ya que su definición se formula directa-
mente en términos de abiertos, lo que permite describirla mediante ideales de L.

Comencemos observando cómo el operador mπ actúa sobre un abierto O P OpLδq y un
punto P P X pLq. Por la definición particular de mπ sobre un abierto para el caso p´1,´1q:

mπ
pOq “

ď

UPpX pLqq

tσLpmpaqq : σLpaq Ď Ou.

Por lo tanto, la pertenencia puntual se expresa como

P P mπ
pOq ðñ D a P L

`

σLpaq Ď O y P P σLpmpaqq
˘

.

Usando ahora la caracterización del Teorema 3.2.13, la condición σLpaq Ď O es equiv-
alente a a P ΓpOq, donde ΓpOq es el ideal asociado a O. De este modo obtenemos

P P mπ
pOq ðñ D a P ΓpOq con mpaq P P.

Dicho de otra manera,
D a P ΓpOq Xm´1

rP s,

lo que nos lleva a la caracterización fundamental:

P P mπ
pOq ðñ ΓpOq Xm´1

rP s ‰ ∅.

Definiendo ası́ la siguiente multirrelación.
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Definición 3.4.12. Sean L un retı́culo distributivo acotado y m : L Ñ L un operador
normal de tipo p´1,´1q. Definimos la multirrelación inducida por m como

pP,Oq PMm ðñ ΓpOq Xm´1
rP s ‰ ∅

Observación 3.4.13. Recordemos además del Lema 2.3.1 que, si m es un operador
de tipo p´1,´1q y P es un filtro primo, entonces m´1rP s es un filtro. De este modo, la
condición anterior expresa que el filtro m´1rP s y el ideal ΓpOq no son disjuntos.

Observación 3.4.14. La equivalencia anterior puede leerse ahora ası́:

P P mπ
pOq si y sólo si pP,Oq PMm.

Es decir, el operador canónico mπ queda determinado por la multirrelación Mm.

Ası́, por tercera vez, el paso siguiente consiste en identificar esta multirrelación con
la relación dual Rm introducida en el Capı́tulo 2. Recordemos que, al ser m un operador
de tipo p´1,´1q, pP,Qq P Rm ðñ Qc Ď m´1rP sc o lo que es lo mismo m´1rP s Ď Q

Lema 3.4.15. Sea m un operador de tipo p´1,´1q. Para todo P P X pLq y todo O P OpLδq

se verifican las siguientes proposiciones equivalentes:

1. pP,Oq PMm

2. @Q P RmpP q ñ Q P O

Demostración: Probaremos las dos implicaciones:

• p1q ñ p2q

Supongamos pP,Oq P Mm y sea Q P RmpP q. Por definición de Mm, ΓpOq Xm´1rP s ‰
∅. Pero puesto que Q P RmpP q, es decir, m´1rP s Ď Q, se cumple que ΓpOq XQ ‰ ∅.
Luego Q P O

• p2q ñ p1q

Supongamos (2) y que pP,Oq R Mm para llegar a un absurdo. Se debe cumplir ası́
que ΓpOq Xm´1rP s “ ∅. Como vimos, ΓpOq es un abierto y m´1rP s un filtro, por lo
que aplicando el Teorema del Filtro Primo existe un Q P X pLq tal que m´1rP s Ď Q
(es decir que Q P RmpP q) y ΓpOq X Q “ ∅. Pero si ΓpOq X Q “ ∅ entonces Q R O, lo
cual es un absurdo.

El lema anterior muestra que la multirrelación Mm coincide punto a punto con la
relación Rm. Antes de probar el teorema final que conecta los operadores mπ y mRm,
debemos mencionar un lema previo:

Lema 3.4.16. Sea L un retı́culo distributivo acotado y pLδ, σLq su extensión canónica. Sea
U P CpLδq un cerrado y S Ď X pLq un subconjunto cualquiera. Entonces son equivalentes:

1) Para todo abierto O P OpLδq, si U Ď O entonces S Ď O.

2) S Ď U .

Demostración: Probaremos ambas implicaciones:
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• p2q ñ p1q es inmediato: si S Ď U y U Ď O para algún O P OpLδq, entonces S Ď O por
transitividad de la inclusión.

• p1q ñ p2q. Supongamos que S Ę U . Entonces existe Q0 P S tal que Q0 R U . Como U
es un cerrado de Lδ, por el Teorema 3.2.8 existe un filtro F P FipLq tal que

U “
č

aPF

σLpaq.

De Q0 R U se sigue que
Q0 R

č

aPF

σLpaq,

y por lo tanto existe a0 P F tal que Q0 R σLpa0q, es decir, a0 R Q0.

Como U “
Ş

aPF σLpaq, en particular

U Ď σLpa0q.

Definimos entonces el abierto

O :“ σLpa0q P OpLδ
q.

Se tiene U Ď O, pero Q0 R O porque a0 R Q0. Por lo tanto, S Ę O.

Esto contradice la condición (1), según la cual para todo abierto O con U Ď O
deberı́a cumplirse S Ď O. Concluimos que nuestra suposición S Ę U es imposible,
y por lo tanto S Ď U .

Ahora sı́, veamos como los operadores mπ y mRm coinciden sobre los clopens de la
extensión canónica. Recordemos que en este caso particular, si U es un clopen de la
extensión canónica, mRmpUq “ R´1

m pU
cqc.

Teorema 3.4.17. Sean L un retı́culo distributivo acotado, m un operador de tipo p´1,´1q
definido sobre L y U un clopen de la extensión canónica. Entonces, para todo P P X pLq,

P P mπ
pUq ðñ P P mRmpUq.

Demostración: Concatenamos las equivalencias clave, como en los casos previos.

P P mπ
pUq ðñ

č

UPpX pLqq

tmπ
pOq : U Ď Ou

ðñ @O P OpLδ
q : U Ď O ñ P P mπ

pOq

ðñ @O P OpLδ
q : U Ď O ñ pP,Oq PMm (Observación 3.4.14q

ðñ @O P OpLδ
q : U Ď O ñ @Q P RmpP q : Q P O (Lema 3.4.15q

ðñ @Q P RmpP q : Q P U (Lema 3.4.16q
ðñ RmpP q Ď U

ðñ RmpP q X U c
“ H

ðñ P P R´1
m pU

c
q
c
“ mRmpUq

En consecuencia, mπ y mRm definen el mismo operador sobre los clopens de la extensión
canónica.
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El caso p´1, 1q
Consideremos un operador normal de tipo p´1, 1q,

m : L´1
ÝÑ L,

lo que significa que, interpretado en L, el operador m es antimonótono y satisface

mpa^ bq “ mpaq _mpbq, mp1q “ 0.

Nuestro objetivo es describir la acción puntual de mσ sobre los cerrados de la extensión
canónica, expresar dicha acción en términos de una multirrelación, y finalmente identi-
ficarla con el operador relacional mRm asociado a la relación dual Rm del tipo p´1, 1q.

En esta sección introducimos un operador auxiliar p´q: que permite traducir condi-
ciones sobre cerrados de UPpX pL´1qq “ pL´1qδ a condiciones equivalentes sobre abiertos
de Lδ, y con ello expresar la caracterización puntual de mσ en términos de la relación
dual Rm (que está definida en X pLqˆX pLq). Lo definiremos y probaremos algunos sobre
su aplicación que nos serán útiles.

Definición 3.4.18. Sea U Ď X pL´1q. Definimos

U : :“ tP c
P X pLq | P P X pL´1

q, P R U u.

Lema 3.4.19. Sea L un retı́culo distributivo acotado y C un cerrado de pL´1qδ. Entonces
C: es un abierto de Lδ.

Demostración: Como C es cerrado en la extensión canónica de L´1, por el Teorema 3.2.8
aplicado al retı́culo L´1, existe un filtro F de L´1 tal que

C “
č

aPF

σL´1paq.

Tomando complementos en X pL´1q se obtiene

X pL´1
qzC “

ď

aPF

σL´1paqc.

Por definición de p´q:,

C:
“ tP c

P X pLq : P R C u “ tP c : P P X pL´1
qzC u,

luego
C:
“

ď

aPF

tP c : P R σL´1paq u.

Ahora usamos el Lema 3.4.7. Para cada a P L,

P R σL´1paq ðñ P c
P σLpaq,

de donde
tP c : P R σL´1paq u “ σLpaq.

Sustituyendo en la expresión anterior,

C:
“

ď

aPF

σLpaq.

Observe que F , visto en L, es un ideal (pues es un filtro en L´1). Por el Teorema 3.2.9,
aplicado ahora al retı́culo L, toda unión de la forma

Ť

aPI σLpaq con I ideal de L es un
abierto de Lδ. Por lo tanto, C: es un abierto en Lδ, como querı́amos.
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Lema 3.4.20. Sea L un retı́culo distributivo acotado y sean U, V Ď X pL´1q. Entonces el
operador p´q: es antimonótono, es decir:

U Ď V ùñ V :
Ď U :.

Demostración: Supongamos U Ď V y sea Q P V :. Por definición de p´q:, existe P P

X pL´1q tal que Q “ P c y P R V . Como U Ď V , de P R V se sigue en particular que P R U .
Por lo tanto, nuevamente por la definición de p´q:, se tiene Q “ P c P U :. Ası́ obtenemos
V : Ď U :, como se querı́a.

Lema 3.4.21. Sea a P L y C P CppL´1qδq. Entonces

C Ď σL´1paq ðñ σLpaq Ď C:.

Demostración: Probaremos ambas implicaciones
pñq Supongamos C Ď σL´1paq. Sea P P σLpaq, esto es, a P P . Queremos ver que P P C:, es
decir, que P c R C.

Si ocurriera P c P C, como C Ď σL´1paq, tendrı́amos a P P c, lo que contradice a P P
(pues P y P c son disjuntos). Por tanto P c R C y, por definición de C:, se sigue P P C:.
Como P P σLpaq fue arbitrario, concluimos σLpaq Ď C:.

pðq Supongamos ahora σLpaq Ď C: y sea I P C. Por el Lema 1.5.21, existe un filtro primo
P P X pLq tal que I “ P c.

Si a R I, entonces a P P , es decir P P σLpaq. Por hipótesis, σLpaq Ď C: implica P P C:,
esto es, P c R C, es decir I R C, lo cual contradice I P C. Por lo tanto debe cumplirse a P I,
y ası́ I P σL´1paq. Como I P C fue arbitrario, se concluye C Ď σL´1paq.

Además, para cada filtro primo Q P X pLq vale:

Lema 3.4.22. Sea C P CppL´1qδq y Q P X pLq. Entonces

Q R C:
ðñ Qc

P C.

Demostración: Recordemos que, por definición de C:,

C:
“ tP c : P R C u “ tR P X pLq : Rc

R C u.

En particular, para un filtro primo fijo Q P X pLq,

Q P C:
ðñ Qc

R C.

Tomando negaciones a ambos lados, obtenemos inmediatamente

Q R C:
ðñ Qc

P C,

como querı́amos.

Ahora si estamos en condiciones de comenzar un desarrollo similar al de los tres
casos anteriores. Comenzaremos estudiando cómo el operador mσ se define sobre un
cerrado C P CppL´1qδq. Para un operador normal de tipo p´1, 1q, la extensión canónica

mσ : UPpX pL´1
qq ÝÑ UPpX pLqq

viene dada por
mσ
pCq “

č

UPpX pLqq

!

σLpmpaqq : C ĎL´1 σL´1paq
)

.
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Para un punto P P X pLq obtenemos:

P P mσ
pCq ðñ @ a P L

´

C ĎL´1 σL´1paq ñ P P σLpmpaqq
¯

.

Usando el Lema 3.4.21, la condición

C ĎL´1 σL´1paq

es equivalente a
σLpaq ĎL C:.

Por lo tanto:

P P mσ
pCq ðñ @ a P L

´

σLpaq ĎL C:
ñ mpaq P P

¯

ðñ @ a P ΓpC:
q, mpaq P P (por definición de ΓpC:

q)

ðñ ΓpC:
q ĎL m´1

rP s

ðñ ΓpC:
q Xm´1

rP sc “ ∅.

Aquı́ ΓpC:q es el ideal asociado al abierto C::

ΓpC:
q “ t a P L : σLpaq ĎL C:

u.

Esto motiva la siguiente definición.

Definición 3.4.23. Sea m : L´1 Ñ L un operador normal de tipo p´1, 1q. Definimos la
multirrelación inducida por m como

pP,Cq P Hm ðñ ΓpC:
q Xm´1

rP sc “ ∅.

Ahora identificaremos esta multirrelación con la relación dual Rm introducida en el
Capı́tulo 2. Al ser m un operador de tipo p´1, 1q, pP,Qq P Rm ðñ Qc Ď m´1rP s.

Lema 3.4.24. Sea m : L´1 Ñ L un operador normal de tipo p´1, 1q. Sea C P CppL´1qδq y
P P X pLq. Entonces son equivalentes:

1. pP,Cq P Hm.

2. Existe Q P X pLq tal que

pP,Qq P Rm y Q R C:.

Demostración: Recordemos que C: es un abierto de Lδ y que, para todo abierto U y
todo filtro primo Q P X pLq, se cumple

Q P U ðñ QX ΓpUq ‰ ∅.

p1q ñ p2q. Supongamos pP,Cq P Hm, esto es,

ΓpC:
q Xm´1

rP sc “ ∅.

Como ΓpC:q es un ideal de L y m´1rP sc es un filtro de L, por el Teorema del Filtro Primo
existe un filtro primo Q P X pLq tal que

m´1
rP sc Ď Q y QX ΓpC:

q “ ∅.
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De la inclusión m´1rP sc Ď Q, al tomar complementos, se obtiene

Qc
Ď m´1

rP s,

lo que equivale a pP,Qq P Rm por la definición de la relación dual para el tipo p´1, 1q.
Por otra parte, de QX ΓpC:q “ ∅ se deduce

Q R C:,

ya que, si Q P C:, por la caracterización anterior tendrı́amos Q X ΓpC:q ‰ ∅, con-
tradicción. Ası́ obtenemos un filtro primo Q con pP,Qq P Rm y Q R C:.

p2q ñ p1q. Supongamos ahora que existe Q P X pLq tal que

pP,Qq P Rm y Q R C:.

De pP,Qq P Rm se sigue, por definición de Rm, que

Qc
Ď m´1

rP s, es decir m´1
rP sc Ď Q.

Como Q R C:, por la caracterización de pertenencia a abiertos, se tiene

QX ΓpC:
q “ ∅.

Supongamos, hacia una contradicción, que ΓpC:q X m´1rP sc ‰ ∅. Entonces existe
a P ΓpC:q Xm´1rP sc. Pero m´1rP sc Ď Q implica a P Q, y a la vez a P ΓpC:q, con lo cual

a P QX ΓpC:
q,

contradiciendo que QX ΓpC:q “ ∅. Por lo tanto,

ΓpC:
q Xm´1

rP sc “ ∅,

es decir, pP,Cq P Hm.

Veamos por último que lo operadores mσ y mRm coinciden sobre los clopens U de la
extensión canónica de L´1, recordando que en este caso particular, mRmpUq “ R´1

m pU
cq.

Teorema 3.4.25. Sea m : L´1 Ñ L un operador normal de tipo p´1, 1q. Entonces, para
todo U clopen de la extensión canónica de L´1 y todo P P X pLq, se verifica

P P mσ
pUq ðñ P P mRmpU

:
q,

Demostración: Recordemos que mσ en el caso p´1, 1q es determinada por la unión de
sus valores sobre los cerrados contenidos en U , es decir que

P P mσ
pUq ðñ DC Ď U cerrado tal que P P mσ

pCq.

Por la caracterización puntual obtenida para el caso p´1, 1q,

P P mσ
pCq ðñ pP,Cq P Hm,

donde Hm es la multirrelación inducida por

pP,Cq P Hm ðñ ΓpC:
q Xm´1

rP sc “ ∅.
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Aplicando el Lema 3.4.24, obtenemos:

pP,Cq P Hm ðñ DQ P X pLq tal que pP,Qq P Rm y Q R C:.

Como U es cerrado y C Ď U , por el Lema 3.4.20 tenemos que U : Ď C:, y por contrar-
recı́proca, Q R C: implica Q R U :. Tomando C “ U se obtiene la equivalencia

DC Ď U cerrado con Q R C:
ðñ Q R U :.

Sustituyendo:

P P mσ
pUq ðñ DQ P X pLq tal que pP,Qq P Rm y Q R U :.

Por el Lema 3.4.22,
Q R U :

ðñ Qc
P U,

y, equivalentemente,
pU :
q
c
“ tQ P X pLq : Qc

P U u.

De este modo,
P P mσ

pUq ðñ DQ P pU :
q
c con pP,Qq P Rm.

Pero esto significa exactamente

P P R´1
m

`

pU :
q
c
˘

“ mRmpU
:
q,

pues mRmpV q “ R´1
m pV

cq para todo V Ď X pLq. Se concluye ası́

P P mσ
pUq ðñ P P mRmpU

:
q,

como se querı́a.

En esta sección hemos analizado, de manera exhaustiva, la relación entre la ex-
tensión canónica de los operadores normales y la correspondencia relacional que aparece
en la dualidad de Priestley para las clases BDLpi, jq.

Para cada uno de los cuatro tipos posibles pi, jq P t´1, 1u2, hemos mostrado que la
acción puntual del operador extendido mδ (ya que en los cuatro casos vimos que mπ “ mσ)
puede describirse mediante una multirrelación natural sobre el espacio de Priestley cor-
respondiente. Dicha multirrelación, obtenida directamente de la definición de la ex-
tensión canónica, coincide en todos los casos con la relación dual Rm caracterizada ab-
stractamente en el Capı́tulo 2.

En otras palabras, la extensión canónica recupera, de manera uniforme y transpar-
ente, la misma relación Rm que determina el funtor dual

BDLpi, jq » PSpi, jqop.

Esto establece una compatibilidad fundamental entre la teorı́a de extensiones canónicas
y la dualidad de Priestley con operadores, garantizando que ambos enfoques describen el
mismo comportamiento semántico de los operadores normales sobre retı́culos distribu-
tivos. Este resultado completa el desarrollo del capı́tulo.



Capı́tulo 4

Aplicaciones

En los capı́tulos anteriores desarrollamos el marco teórico que articula, por un lado,
las categorı́as de retı́culos distributivos acotados con operadores normales de tipo pi, jq y
sus correspondientes espacios de Priestley relacionales, y por otro, la extensión canónica
como mecanismo de completitud algebraica. En este capı́tulo mostraremos cómo estos
resultados se aplican a situaciones concretas, tanto en el plano categórico como en el
topológico. Haremos uso principalmente de las dualidades presentadas en el Capı́tulo 3.

4.1 Aplicación del isomorfismo BDLpi, jq – BDLp´i,´jq

En el Capı́tulo 3 se estableció que, para cada par pi, jq P t´1, 1u2, existe un isomorfismo
de categorı́as

p´q
˚ : BDLpi, jq ÝÑ BDLp´i,´jq,

obtenido invirtiendo el orden subyacente del retı́culo. Dicho isomorfismo refleja una
simetrı́a fundamental: toda identidad algebraica que caracteriza a un operador de tipo
pi, jq tiene una contraparte exacta para un operador de tipo p´i,´jq.

En esta sección aplicaremos esta simetrı́a al estudio de una familia particular de
retı́culos con operador que resulta estable bajo dicha dualidad: las Álgebras de Ockham.

4.1.1 Álgebras de Ockham como objetos de BDLp1,´1q y BDLp´1, 1q

Definición 4.1.1. Una álgebra de Ockham es una estructura

pL, fq “ pL,_,^, 0, 1, fq

que satisface las siguientes condiciones:

1. L “ pL,_,^, 0, 1q es un retı́culo distributivo acotado.

2. El operador unario f : LÑ L cumple

fp0q “ 1, fpx_ yq “ fpxq ^ fpyq,

y además
fp1q “ 0, fpx^ yq “ fpxq _ fpyq.

Ası́ vemos que cada álgebra de Ockham parece que puede verse como un retı́culo
distributivo acotado con un operador normal de tipo p1,´1q y p´1, 1q simultáneamente.
Esto lo desarrollaremos más adelante.
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Proposición 4.1.2. La clase de las álgebras de Ockham, con los homomorfismos de
retı́culos acotados que preservan el operador f , forma una categorı́a, cuya composición
de flechas está dada por la composición usual de funciones y la flecha identidad está
dada por la función identidad.

Demostración. Dado que la composición de flechas se define como la composición usual
de funciones, bastará comprobar que la composición de dos homomorfismos de álgebras
de Ockham es nuevamente un homomorfismo de álgebras de Ockham, y la identidad de
cada álgebra de Ockham es un homomorfismo de álgebras de Ockham. En efecto:

1. Composición de morfismos.
Sean h : pL1, f1q Ñ pL2, f2q y g : pL2, f2q Ñ pL3, f3q homomorfismos de álgebras de
Ockham.

– Como h y g son homomorfismos de retı́culos acotados, su composición g ˝ h
también lo es.

– Además, para todo a P L1:

pg ˝ hq
`

f1paq
˘

“ g
`

hpf1paqq
˘

“ g
`

f2phpaqq
˘

“ f3
`

gphpaqq
˘

“ f3
`

pg ˝ hqpaq
˘

.

Por tanto, g ˝ h conmuta con los operadores.

Ası́, g ˝ h es un homomorfismo de álgebras de Ockham.

2. Identidad.
Sea pL, fq un álgebra de Ockham y definamos la función

IdL : LÑ L,

IdLpaq “ a.

(a) Homomorfismo de retı́culos. Para todo a, b P L,

IdLpa_ bq “ a_ b “ IdLpaq _ IdLpbq,

IdLpa^ bq “ a^ b “ IdLpaq ^ IdLpbq,

IdLp0q “ 0, IdLp1q “ 1.

(b) Conmutatividad con el operador. Para todo a P L,

IdL

`

fpaq
˘

“ fpaq “ f
`

IdLpaq
˘

.

(c) Ley de identidad. Sea h : pL1, f1q Ñ pL2, f2q un homomorfismo de álgebras de
Ockham. Entonces

h ˝ IdL1 “ h, IdL2 ˝ h “ h.

De (a), (b) y (c) se concluye que para cada objeto pL, fq la flecha

IdpL,fq :“ IdL

es la flecha identidad.

De (1) y (2) se concluye que las álgebras de Ockham, con los homomorfismos que conmu-
tan con su operador, forman efectivamente una categorı́a que nombraremos Ockham.
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Hemos mencionado que las álgebras de Ockham pueden interpretarse, indistinta-
mente, como objetos de BDLp1,´1q o de BDLp´1, 1q, dependiendo de qué par de leyes se
enfatice. Esto sugiere que la categorı́a Ockham se encuentra naturalmente “entre” ambas
categorı́as, compartiendo su estructura básica pero añadiendo las dos condiciones duales
de manera simultánea. Con el fin de formalizar esta idea, introducimos a continuación
los funtores de inclusión que expresan de manera precisa cómo Ockham se encuentra en
BDLp1,´1q y BDLp´1, 1q.

4.1.2 Los funtores de inclusión y su relación
Comenzaremos definiendo los pares de asignaciones

I : Ockham ÝÑ BDLp1,´1q, J : Ockham ÝÑ BDLp´1, 1q,

que permitirán la inmersión de la categorı́a Ockham en BDLp1,´1q y BDLp´1, 1q.
Sobre Objetos:

• Dado pL, fq un álgebra de Ockham, definimos

IpL, fq “ pL, fq JpL, fq “ pL, fq

Es decir, cada álgebra de Ockham es vista como un mismo retı́culo con operador,
interpretado bajo las leyes de tipo p1,´1q o p´1, 1q respectivamente.

Sobre Flechas:

• Dado un morfismo h : pL1, f1q Ñ pL2, f2q en Ockham (homomorfismo de retı́culos
acotados tal que h ˝ f1 “ f2 ˝ h), definimos

Iphq “ h, Jphq “ h.

La acción sobre flechas coincide con la función subyacente, pues las condiciones de
homomorfismo son idénticas en las tres categorı́as.

Lema 4.1.3. Las asignaciones anteriores determinan funtores covariantes

I : OckhamÑ BDLp1,´1q y J : OckhamÑ BDLp´1, 1q,

Ockham

BDLp1,´1q BDLp´1, 1q

I J

p´q˚

Demostración. Verifiquemos las propiedades funtoriales para I; el caso de J es análogo.

1. Buena definición sobre objetos.

Si pL, fq es un álgebra de Ockham, por definición L es un retı́culo distributivo
acotado y f cumple simultáneamente las leyes

fp0q “ 1, fpx_ yq “ fpxq ^ fpyq, fp1q “ 0, fpx^ yq “ fpxq _ fpyq.

En particular, la primera pareja de ecuaciones muestra que pL, fq es un p1,´1q-
retı́culo, por lo que IpL, fq está bien definido como objeto de BDLp1,´1q. Análogamente,
la segunda pareja asegura que JpL, fq es un objeto de BDLp´1, 1q.
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2. Buena definición sobre flechas.

Sea h : pL1, f1q Ñ pL2, f2q un morfismo en Ockham. Como h es homomorfismo de
retı́culos acotados que conmuta con f , también es un homomorfismo en BDLp1,´1q
y en BDLp´1, 1q. Por tanto, Iphq y Jphq están bien definidos.

3. Preservación de la identidad.

Para toda álgebra de Ockham pL, fq,

IpIdpL,fqq “ IdpL,fq “ IdIpL,fq, JpIdpL,fqq “ IdJpL,fq.

4. Preservación de la composición.

Si h : pL1, f1q Ñ pL2, f2q y g : pL2, f2q Ñ pL3, f3q son morfismos en Ockham, entonces

Ipg ˝ hq “ g ˝ h “ Ipgq ˝ Iphq, Jpg ˝ hq “ g ˝ h “ Jpgq ˝ Jphq.

Por tanto, I y J son funtores covariantes.

Lema 4.1.4. Ockham es una subcategorı́a plena de BDLp1,´1q y de BDLp´1, 1q.

Demostración. Se sigue de que I y J actúan como la identidad sobre morfismos.

Las inclusiones anteriores permiten describir la posición de Ockham respecto de las
categorı́as BDLp1,´1q y BDLp´1, 1q. No obstante, el isomorfismo de categorı́as p´q˚ definido
en el Capı́tulo 3, actúa sobre ambas categorı́as y, por tanto, deberı́a tener un efecto pre-
visible sobre los objetos de Ockham. El siguiente resultado va más allá y muestra que
el isomorfismo de categorı́as p´q˚ definido en el Capı́tulo 3 preserva exactamente la cat-
egorı́a de las álgebras de Ockham, lo que explica por qué éstas pueden considerarse
“estables” bajo el isomorfismo p´q˚.

Teorema 4.1.5. Sea p´q˚ : BDLp1,´1q Ñ BDLp´1, 1q el isomorfismo de categorı́as definido
en el Capı́tulo 3. Entonces p´q˚ preserva la subcategorı́a de las álgebras de Ockham, es
decir,

pOckhamq˚ “ Ockham.

Demostración. Recordemos la acción de p´q˚:

• Sobre objetos: pL,mq ÞÑ pL´1,m˚q con m˚ “ m.

• Sobre flechas: h ÞÑ h (misma función subyacente).

1. p´q˚ envı́a objetos Ockham a objetos Ockham.

Sea pL, fq un objeto de Ockham. Por definición, f satisface simultáneamente

fp0q “ 1, fpx_ yq “ fpxq ^ fpyq,

y
fp1q “ 0, fpx^ yq “ fpxq _ fpyq.

Al aplicar p´q˚ obtenemos el objeto pL´1, f˚q “ pL´1, fq en BDLp´1, 1q y se verifica,
para todo a, b P L,

fp0L
´1

q “ fp1Lq “ 0L “ 1L
´1

, fpa_L´1

bq “ fpa^Lbq “ fpaq_Lfpbq “ fpaq^L´1

fpbq,
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y

fp1L
´1

q “ fp0Lq “ 1L “ 0L
´1

, fpa^L´1

bq “ fpa_Lbq “ fpaq^Lfpbq “ fpaq_L´1

fpbq.

Es decir, pL´1, fq vuelve a satisfacer ambas familias de ecuaciones de Ockham. Por
consiguiente, la imagen de cualquier objeto de Ockham por p´q˚ es nuevamente un
objeto de Ockham.

2. p´q˚ envı́a morfismos Ockham a morfismos Ockham.
Sea h : pL1, f1q Ñ pL2, f2q un morfismo en Ockham; por definición, h es homomor-
fismo de retı́culos acotados y h ˝ f1 “ f2 ˝ h. La imagen por p´q˚ es la misma
función h, ahora vista entre pL´1

1 , f1q y pL´1
2 , f2q. Como h preserva _,^, 0, 1 en

L1,L2, preserva también _,^, 0, 1 en los órdenes invertidos, y la conmutatividad
con el operador se conserva:

h ˝ f1 “ f2 ˝ h.

Luego h es un morfismo entre objetos Ockham en la imagen.

3. Equivalencia sobre Ockham.
Por el mismo argumento de los Pasos 1 y 2 aplicado a p´q˚ (definido también en el
Capı́tulo 3), éste también se puede restringir a un funtor Ockham Ñ Ockham. Las
identidades naturales de la equivalencia se restringen asimismo, de modo que

p´q
˚ : Ockham ÝÑ Ockham p´q˚ : Ockham ÝÑ Ockham

y por lo tanto p´q˚ es una equivalencia.

El resultado anterior establece que las álgebras de Ockham permanecen invariantes
bajo la equivalencia p´q˚. Sin embargo, esta estabilidad no se extiende a toda la cate-
gorı́a BDLp1,´1q, ya que existen retı́culos con operador que satisfacen únicamente una de
las dos familias de ecuaciones. El siguiente ejemplo ilustra precisamente este fenómeno,
mostrando un objeto de BDLp1,´1q que no pertenece a Ockham ni es isomorfo a ninguno
de sus objetos.

Ejemplo 6. Sea L “ pt0 ă 1u,_,^, 0, 1q el retı́culo booleano de dos elementos y defı́nase
m : LÑ L por

mp0q “ 1, mp1q “ 1.

Entonces pL,mq es un objeto de la categorı́a BDLp1,´1q pero pL,mq no de la categorı́a
Ockham, y no es isomorfo a ninguna álgebra de Ockham.

Demostración. Analicemos parte por parte.

1. pL,mq es un p1,´1q-retı́culo.
Claramente mp0q “ 1. Además, para cualesquiera a, b P L, se tiene

mpa_ bq “ 1 y mpaq ^mpbq “ 1^ 1 “ 1,

luego mpa_ bq “ mpaq ^mpbq. Por tanto m es de tipo p1,´1q.

2. pL,mq no es un álgebra de Ockham.
En una álgebra de Ockham debe valer, además, fp1q “ 0 y fpx ^ yq “ fpxq _ fpyq.
En nuestro caso mp1q “ 1 ‰ 0, por lo que falla la primera ecuación.
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3. No es isomorfo a ninguna álgebra de Ockham.

Sea pC, fq un álgebra de Ockham y supongamos que existe un isomorfismo de
álgebras con operador

φ : pL,mq –
ÝÑ pC, fq.

Como L es el único retı́culo distributivo acotado de dos elementos, necesariamente
C es también de dos elementos y φ es un isomorfismo de retı́culos acotados. Todo
automorfismo de un retı́culo acotado preserva 0 y 1, de donde en el caso de dos
elementos φ “ Id. La compatibilidad con el operador exige entonces

f “ φ ˝m ˝ φ´1
“ m,

pero esto es imposible porque en toda álgebra de Ockham de dos elementos se tiene
fp1q “ 0, mientras que mp1q “ 1. Concluimos que pL,mq no es isomorfo a ninguna
álgebra de Ockham.

Observación 4.1.6. El ejemplo muestra que la inclusión I : Ockham ãÑ BDLp1,´1q es
propia. Se puede plantear un contrajemplo análogo para mostrar lo mismo de la in-
clusión J : Ockham ãÑ BDLp´1, 1q.

El análisis precedente muestra que las álgebras de Ockham constituyen el punto
de equilibrio entre las categorı́as BDLp1,´1q y BDLp´1, 1q. Ambas categorı́as resultan
equivalentes por el funtor p´q˚, y Ockham aparece como su subcategorı́a plena común,
estable bajo dicha equivalencia. De este modo, la simetrı́a pi, jq Ø p´i,´jq encuentra
en Ockham su expresión más exacta: el lugar donde ambas leyes, duales entre sı́, se
satisfacen simultáneamente.

4.2 Aplicación de la dualidad de Priestley BDLp1, 1q –

PSp1, 1qop

La dualidad de Priestley estudiada en el Capı́tulo 2 permite interpretar operadores alge-
braicos de tipo p1, 1q como relaciones binarias sobre el espacio de Priestley asociado. Esto
nos proporciona una traducción entre ecuaciones algebraicas y propiedades topológicas.
En esta sección estudiaremos estas correspondencias en detalle, mostrando cómo las
propiedades algebraicas de un operador m se reflejan en condiciones topológicas de la
relación Rm en el espacio dual.

4.2.1 El marco de la correspondencia dual
Sea pL,mq un p1, 1q–retı́culo distributivo acotado y pX pLq, τ,Ď, Rmq su espacio de Priest-
ley asociado. Por construcción, la relación Rm Ď X pLq ˆ X pLq se define por

pP,Qq P Rm si y sólo si Q Ď m´1
rP s,

y cumple, por el Lema 2.3.2, que para todo conjunto clopen creciente U Ď X

σLpmpaqq “ R´1
m pσLpaqq, mσpUq “ tx P X : R´1

m pxq Ď Uu,

donde σL : LÑ DpX pLqq es el isomorfismo ya trabajado.
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4.2.2 Algunas correspondencias relacionales
A continuación presentamos, una a una, las principales equivalencias entre propiedades
algebraicas del operador m y propiedades topológicas de la relación Rm. En cada caso se
ofrece la traducción y su demostración formal.

Las dos primeras propiedades que presentaremos son satisfechas por todo operador
normal de tipo p1, 1q, mientras que las siguientes son propiedades adicionales que pueden
o no verificarse, y cuya interpretación dual resulta especialmente significativa.

Proposición 4.2.1 (Preservación de uniones finitas). Sea pL,mq un p1, 1q–retı́culo y Rm

su relación dual. Entonces

mpa_ bq “ mpaq _mpbq ðñ R´1
m pU Y V q “ R´1

m pUq YR´1
m pV q

para todo par U, V P DpX pLqq. Es decir, la preservación de uniones finitas por m equivale
a que R´1

m r¨s preserve uniones de clopens crecientes, o lo que es lo mismo, Rm es una
relación clopen.

Demostración: Probaremos las dos implicaciones.

• pñq Si mpa _ bq “ mpaq _ mpbq, aplicando σL y la igualdad σLpmpxqq “ R´1
m rσLpxqs

obtenemos:

R´1
m pσLpa_ bqq “ σLpmpa_ bqq “ σLpmpaq _mpbqq

“ σLpmpaqq Y σLpmpbqq “ R´1
m pσLpaqq YR´1

m pσLpbqq.

Dado que σLpa_ bq “ σLpaq Y σLpbq, la igualdad vale para U “ σLpaq y V “ σLpbq.

• pðq Recı́procamente, si R´1
m pU Y V q “ R´1

m pUq Y R´1
m pV q para todos los clopens cre-

cientes U, V , tomando U “ σLpaq y V “ σLpbq se sigue:

σLpmpa_ bqq “ R´1
m pσLpa_ bqq “ R´1

m pσLpaqq YR´1
m pσLpbqq “ σLpmpaq _mpbqq.

Puesto que σL es un isomorfismo, mpa_ bq “ mpaq _mpbq.

Proposición 4.2.2 (Caso mp0q “ 0). Sea pL,mq un p1, 1q–retı́culo y Rm su relación dual.
Entonces

mp0q “ 0 ðñ R´1
m pHq “ H.

Es decir, la condición mp0q “ 0 significa que Rm no tiene preimágenes vacı́as.

Demostración. Como σLp0q “ H, se tiene σLpmp0qq “ R´1
m pσLp0qq “ R´1

m pHq. Si mp0q “ 0,
la imagen es vacı́a, y viceversa. Por la inyectividad de σL, las condiciones son equiva-
lentes.

Proposición 4.2.3 (Idempotencia). Sea pL,mq un p1, 1q–retı́culo y Rm su relación dual.
Entonces

mpmpaqq “ mpaq ðñ pRm ˝Rmq
´1
“ R´1

m ,

donde Rm ˝ Rm “ tpP,Rq : DQ pP,Qq P Rm, pQ,Rq P Rmu. Es decir que la idempotencia
algebraica se traduce en que el operador R´1

m es idempotente.

Demostración: Probaremos las dos implicaciones.
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• pñq Si mpmpaqq “ mpaq para todo a, aplicando σL se obtiene

R´1
m

`

R´1
m pσLpaqq

˘

“ σLpmpmpaqqq “ σLpmpaqq “ R´1
m pσLpaqq.

Como los conjuntos de la forma σLpaq generan DpX pLqq, se tiene la igualdad de
operadores pRm ˝Rmq

´1 “ R´1
m sobre todo DpX pLqq.

• pðq Si pRm ˝Rmq
´1 “ R´1

m , entonces para todo a P L

σLpmpmpaqqq “ pRm ˝Rmq
´1
pσLpaqq “ R´1

m pσLpaqq “ σLpmpaqq.

Puesto que σL es un isomorfismo se concluye mpmpaqq “ mpaq.

Proposición 4.2.4 (Extensividad). Sea pL,mq un p1, 1q–retı́culo distributivo acotado y
Rm su relación dual. Entonces

a ď mpaq ðñ p@P P X pLqq pP, P q P Rm,

Es decir, la extensividad algebraica a ď mpaq se corresponde con la reflexividad de la
relación dual Rm.

Demostración: Probaremos las dos implicaciones.

• pñq Supongamos a ď mpaq para todo a P L. Sea P P X pLq. Queremos ver que
pP, P q P Rm, es decir, P Ď m´1rP s. Si a P P , entonces a ď mpaq implica mpaq P P
(porque P es filtro primo). Por tanto a P m´1rP s, y de aquı́ P Ď m´1rP s.

• pðq Supongamos que Rm es reflexiva, es decir, pP, P q P Rm para todo P P X pLq.
Entonces P Ď m´1rP s para todo P . Si existiera a con a ­ď mpaq, habrı́a un filtro
primo P con a P P y mpaq R P , contradiciendo la inclusión anterior. Por tanto
a ď mpaq para todo a.

Las equivalencias obtenidas resumen el modo en que las identidades algebraicas de
un operador p1, 1q se reflejan en propiedades topológicas de su relación dual. Es ası́ como
la dualidad de Priestley hace visible la estructura subyacente a los operadores normales.



Bibliografı́a
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