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Introduccion general

El estudio de la logica puede abordarse esencialmente desde dos perspectivas comple-
mentarias. Por un lado, el enfoque sintdctico, que analiza las reglas deductivas y las
propiedades formales de un sistema légico sin recurrir a interpretaciones externas. Por
otro lado, el enfoque semdntico, cuyo objetivo es asociar las formulas bien formadas con
estructuras que les otorguen significado.

Dentro de este enfoque semantico, los reticulos distributivos acotados ocupan un
lugar central, ya que aparecen como reductos de diversas algebras que sirven como
semanticas algebraicas de multiples sistemas l6gicos. Asimismo, las representaciones
topolégicas de estructuras algebraicas desempeiian un papel fundamental en la com-
prension de la l16gica. Las distintas representaciones disponibles para las algebras que
sirven como semanticas algebraicas de una légica dada permiten, en muchos casos, de-
sarrollar semanticas relacionales formuladas en términos de conjuntos y de relaciones
definidas sobre ellos.

El objetivo del presente trabajo es desarrollar un estudio sobre ciertos operadores
unarios definidos sobre reticulos distributivos acotados desde dos enfoques diferentes.
Por un lado, se desarrolla una dualidad de tipo Priestley para reticulos distributivos
acotados dotados de los operadores unarios mencionados, generalizando la dualidad
de Priestley clasica. Por el otro, se estudia la nociéon de extension candnica como her-
ramienta para establecer representaciones sobre dlgebras de conjuntos para reticulos
distributivos acotados dotados de operadores unarios que satisfacen ciertas propiedades.

Este trabajo esta compuesto por cuatro capitulos, cuyos contenidos se detallan a con-
tinuacion:

1) El primer capitulo presenta las nociones preliminares necesarias para el desarrollo
de la tesis. Se introducen definiciones basicas y resultados clasicos sobre conjuntos
ordenados, teoria de reticulos, algebra universal, topologia y teoria de categorias.
Asimismo, se recordara la dualidad de Priestley para reticulos distributivos acotados,
la cual sera fundamental para nuestro trabajo.

2) El segundo capitulo introduce un marco general de dualidad tipo Priestley para
reticulos distributivos acotados equipados con operadores unarios normales. Se de-
finen las categorias algebraicas y topologicas adecuadas, se construyen funtores duales
entre ellas, y se analizan fenémenos de simetria que permiten

3) El tercer capitulo esta dedicado al estudio de la extension candnica para reticulos
distributivos acotados dotados de operadores unarios normales. En este capitulo se
analizan sus propiedades basicas, se describe su comportamiento sobre elementos
abiertos y cerrados, y se establece como esta construccion permite obtener una rep-
resentacion relacional de los operadores. Para cada tipo de operador considerado,
se obtiene una representacion relacional que coincide con la obtenida mediante las
dualidades del capitulo anterior, mostrando asi la conexién entre ambos enfoques.
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8 INDICE GENERAL

4) En el cuarto capitulo se presentan aplicaciones de las dualidades desarrolladas. Se
estudia como primera aplicacion en particular el caso de las algebras de Ockham
como subcategorias de las categorias trabajadas en el capitulo 2 y como ciertas propiedades
ecuacionales de los operadores estudiados (preservaciéon de uniones, idempotencia,
conmutatividad) se traducen en propiedades relacionales de los espacios obtenidos
(clausura, reflexividad, transitividad).



Capitulo 1

Preliminares

En el presente capitulo vamos a introducir las nociones elementales, la notacién y los
resultados basicos que seran utilizados a los largo de este trabajo. Teniendo en cuenta
que el presente capitulo tiene un caracter introductorio, no seran demostrados cada
uno de los resultados citados, sino que remitiremos al lector interesado a los diversos
trabajos cientificos y libros que se citan en cada seccion.

1.1 Conjuntos, relaciones y 6rdenes

Comenzaremos por introducir las definiciones y la notacion elemental sobre teoria de
conjuntos, relaciones binarias y relaciones de orden.

Sea X un conjunto no vacio. Denotaremos por P(X) al conjunto de todos los subcon-
juntos de X. Para U,V € P(X) escribimos U n V' y U u V para la interseccién y unién,
respectivamente. Asimismo,

U={zeX:z¢U} y UV={reX:zeUyx¢V}

para indicar el complemento y la diferencia de conjuntos, respectivamente.

Sea {X;}! ; una familia finita de conjuntos. Indicaremos su producto cartesiano de la
siguiente manera:

[[Xi={(z1,...,2,) : 3 € X, para cada 1 <i < n}.
i=1

En particular, si X; = X para todo 7, escribimos X" en lugar de [ [/, X.

Sean X,Y conjuntos. Una relacion binaria R definida en el producto X x Y es un
subconjunto R € X x Y. En particular, si X = Y diremos que R es una relacién binaria
definida sobre X. Asimismo, dados U < X y V < Y definimos

RU)={yeY :(r,y)e Rparaalginze U} y R'(V)={ze X : R(z) nV # &}.

En particular, si U = {z} y V = {y} escribiremos R(z) y R~!(y) en lugar de R({z}) y
R™'({y}), respectivamente.

Sean R, S dos relaciones definidas sobre X. La composicién de Ry S es una nueva
relacion binaria que se define de la siguiente manera:

RoS={(x,2) e X x X :3ye X, (x,y) e Ry (y,2) € S}.

9



10 CAPITULO 1. PRELIMINARES

Sea R una relacion binaria definida sobre un conjunto X. Diremos que R es un
orden parcial si es reflexiva, antisimétrica y transitiva. Cuando no haya ambigiiedad,
denotaremos el orden parcial por < y escribiremos = < y para (z,y) € <. Llamaremos
conjunto parcialmente ordenado a cualquier par (X, <), donde X es un conjunto no vacio
y < es una relacion de orden parcial definida sobre X).

El orden es total si para todo =,y € X se cumple x <y oy < .

Sea (X, <) un conjunto parcialmente ordenado y U < X. Decimos que U es un con-
junto creciente (o upset) si para todo z,y € X,de x € Uy x < y se sigue y € U. Denotamos
por Up(X) el conjunto de todos los subconjuntos crecientes de X. Dualmente, V < X
es un conjunto decreciente (o downset) side x € V y y < x se sigue y € V; su familia se
denota Do(X).

Para U < X definimos el creciente y el decreciente generados por U:

[U)={ye X :JuelU, u<y}, Ul={ye X :Juel, y<u}

En particular, si U = {x} escribiremos [z) y (z] en lugar de [{z}) y ({z}].

Una funcion f: X — Y es una relacion f < X x Y tal que para cada x € X existe un
Unico y € Y con (z,y) € f. La denotaremos como f: X — Y. Si U < X indicaremos la
imagen del conjunto U por medio de f como

flUl={yeY:3zel, f(z) =y}
Si V € Y indicaremos la imagen inversa de V' por medio de f como
fHV]={reX: f(x)eV}.

Sean (X, <) e (Y, <) dos conjuntos parcialmente ordenados y f: X — Y una funcién.
La funcién f se dira:

* mondtona sia < bimplica f(a) < f(b);
* antimonodtona si a < bimplica f(b) < f(a);
* isomorfismo de orden si es biyectivay a < b < f(a) < f(b);

* isomorfismo de orden dual si es biyectivay a <b < f(b) < f(a).

1.2 Algebra universal

En esta seccién recordaremos algunas nociones basicas de algebra universal que seran
de gran utilidad en los capitulos centrales de este trabajo. Para un tratamiento mas
detallado de los conceptos mencionados, remitimos al lector los textos clasicos [2, 3].

Definicion 1.2.1. Un lenguaje algebraico (o tipo algebraico) es un par (L, ar), donde L
es un conjunto de simbolos y ar: L — Ny es una funcion, llamada aridad, que asigna a
cada simbolo f € L un niumero entero ar(f). Aqui Ny = {0,1,2, ...} denota el conjunto de
los enteros naturales que incluyen al cero.

Definicion 1.2.2. Un algebra A de tipo L es un par A = (A, L), donde A es un con-
junto no vacio, el cual llamaremos universo, y para cada simbolo f € L de aridad n, se
especifica una operacioén (u operador) fA: A" — A.
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Sea A = (A, £) un algebra de tipo £. En caso de que el tipo algebraico sea claro por
el contexto, denotaremos simplemente el algebra por A y su universo por A en lugar de
A= (AL).

Definicion 1.2.3. Sean A, B dlgebras de tipo L. Diremos que B es una subalgebra de A
si B € Ay para toda operacion f € Ly todo (by,...,b,) € B" se cumple

fB(by, ... by) = f2(by,....by).

Equivalentemente, B es un subuniverso de A si es cerrado bajo las operaciones del lenguaje.
En tal caso escribimos B < A.

Definicion 1.2.4. Una funcién «: A — B es un homomorfismo de dlgebras si para toda
operacién f € L de aridad ny todo aq,...,a, € A se cumple

alfAay, ..., a,)) = fBalar), ..., aay)).

Denotaremos por Hom(A, B) el conjunto de todos los homomorfismos. El homomorfismo
identidad de A se denota Id.
Diremos que:

* « es un monomorfismo si es inyectiva; en tal caso se escribe a.: A — B.
* « es un epimorfismo si es sobreyectiva.

* « es un isomorfismo si es biyectiva, en cuyo caso A ~ B.

* «es un endomorfismo si A = B.

Definicion 1.2.5. Sea I un conjunto de indices y {A;}ic; una familia de dlgebras del
mismo tipo. Su producto | [._; A; es el dlgebra de universo | [,_; Ai, donde las operaciones
se definen coordenada a coordenada:

fHAi(al, conan) (i) = fAi(al(z'), coy ().

Para cada j € I, la proyeccion sobre la j-ésima coordenada m;: [[..;Ai — A; es un
homomorfismo.

1.3 Topologia

En esta seccion recordaremos las nociones topolégicas basicas que seran necesarias en
los capitulos siguientes. Para una exposicion detallada remitimos a [11].

Definicion 1.3.1. Sea X un conjunto no vacio. Una topologia sobre X es una familia
7 < P(X) que cumple:

1. g, Xer;

2. si {U;}ier < 7, entonces | J,.; U; € 75

3. siU Ui € 7, entonces (\\_, Ui e 7
. 1y---5VE > =1 Yi .

El par (X, 1) se llama espacio topologico.
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Sean (X, 7) un espacio topolégico y U un subconjunto de X. Diremos que U es un
conjunto 7T-abierto, o simplemente abierto, si U € 7. Un subconjunto V' < X se dira
cerrado si V¢ es abierto. Un conjunto que es simultaneamente abierto y cerrado se
denomina clopen.

Definicion 1.3.2. Sea (X, 7) un espacio topologicoy A < X. La clausurade Aen (X, 7)
se define como
Cl.(A) = ﬂ{V c X:AcV, Vescerrado},

y el interior de A como
Int,(A) = U{O eT:0 < A}

Cuando no haya necesidad de hacer referencia concreta a T, escribiremos simplemente
Cl(A) e Int(A) en lugar de Cl.(A) y Int.(A), respectivamente.

Definicion 1.3.3. Sea X un conjunto no vacio. Una familia B < P(X) se dice base para
una topologia en X si satisface:

I.UB:X;
BeB

2. para cualesquiera By, By € By x € By n By, existe Bz € B tal que x € By € By n Bs.

La topologia generada por B es la familia de todas las uniones arbitrarias de elemen-
tos de B.

Definicion 1.3.4. Sea (X, 7) un espacio topolégico. Una familia B < 7 se dice base de
(X, 1) si cumple:

1. Bc,
2. para todo U € Ty todo x € U, existe B € Btal que x € B < U.

Definicién 1.3.5. Una subbase para una topologia T sobre X es una familia 8§ < P(X)
tal que | Jo.s S = X. La topologia generada por § es la de todos los conjuntos U = X que
cumplen: para cada x € U existen Si,...,S,€Sconxe S;n---nS, < U.

Definicion 1.3.6. Sea (X, 7) un espacio topolégico. Una familia {U;},c; < T se denomina
cubrimiento abierto de X si
X =|Ju.

el
Definicion 1.3.7. Un espacio topoldgico (X, T) es compacto si para todo cubrimiento
abierto {U;};c; de X existe un subcubrimiento finito, es decir,

X=U,vu---ulU, paraalgunos iy,...,i,€l.

Definiciéon 1.3.8. Sea (X, 7) un espacio topoldégicoy V < X un subespacio con la topologia
inducida 1. Decimos que V es compacto si (V, 7/) es compacto.

Notemos que, para un espacio topoldgico (X, 7), hemos definido la nocién de compaci-
dad para el espacio completo. Sin embargo, el siguiente lema proporciona un criterio
equivalente para determinar la compacidad de un subconjunto cualquiera de X.

Lema 1.3.9 ([11, Lema 26.1]). Sean (X, ) un espacio topolégicoy V < X. Las siguientes
afirmaciones son equivalentes:
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1. (V,1y) es un subespacio compacto.

2. Para todo cubrimiento {U,;},c; de V por T-abiertos, existe un subcubrimiento finito
Ui,,...,U; de T-abiertos de V.

Definicion 1.3.10. Sea (X, 7) un espacio topolégico. Diremos que:

* (X,7)es T si para cualesquiera x # y € X existe U € 7 tal que x € U, y ¢ U o bien
yeU x¢U;

* (X, 7)es T si para cualesquiera © # y € X existen abiertos U,V e Tcon x e U, y¢ U
yyeV, xz¢V;

* (X, 7)es Ty (o Hausdorff) si para todo x # y € X existen UV e rconx e U, yeVy
UnV =g.

Definicién 1.3.11. Sean (X, 7) y (Y, 7') espacios topologicos y f: X — Y una funcion.
Diremos que f es continua si, para todo abierto U € 7/, la preimagen f~'[U] es un abierto
de (X, 7).

Por otro lado, diremos que [ es un homeomorfismo si es biyectiva, continua y su in-
versa f~! también es continua. En tal caso, los espacios (X,7)y (Y,7') se dicen homeo-
morfos.

1.4 Categorias

Recordaremos brevemente las nociones basicas de teoria de categorias que seran uti-
lizadas a lo largo de este trabajo. Para una exposicién mas general referimos al lector
interesado a los siguientes textos [1].

Definicion 1.4.1. Una categoria C consta de los siguientes datos:
(1) una coleccion denominada Ob(C), cuyos elementos se llaman objetos;

(2) una coleccion denominada Fle(C), cuyos elementos se llaman morfismos o flechas;

(3) dos aplicaciones Dom,Cod: Fle(C) — Ob(C), que asignan a cada morfismo su dominio
y su codominio;

(4) una operacion de composicion que, dada una pareja de morfismos f,qg tales que
Cod(f) = Dom(g), produce un nuevo morfismo g o f con Dom(g o f) = Dom(f) y
Cod(go f) = Cod(g);

(5) para cada objeto x existe un morfismo identidad 1d,: v — x;

(6) la composicion es asociativa y las identidades actiian como neutros, es decir,
hO(gOf):(h,Og)Of7 IdCod(f)of:f:foIdDom(f)'

Si f es un morfismo de C con dominio = = Dom(f) y codominio y = Cod(f), se escribe
f: x — y. El conjunto de todos los morfismos de C que van de x a y se denota C(z, y).

Definicion 1.4.2. Sea C una categoria y f: v — y un morfismo. Se dice que [ es un
isomorfismo si existe un morfismo g: y — x tal que

go f=1Idg, fog=1d,.

En tal caso los objetos x e y se dicen isomorfos en C.
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Definicion 1.4.3. A toda categoria C se le asocia su categoria opuesta C°, que posee
los mismos objetos y los mismos morfismos, pero con las direcciones invertidas. Formal-
mente,

CP(x,y) = Cly,x),  gPofP=(fog)”.

Definicion 1.4.4. Sea C una categoria. Una subcategoria D de C consta de:

(a) una coleccion de objetos Ob(D), donde cada objeto de D es también un objeto de C;

(b) para cada par de objetos X,Y de D, una coleccion de flechas D(X,Y), consistente
exclusivamente en flechas de C(X,Y);

(c) para cada objeto X de D, la flecha identidad en D coincide con la identidad corre-
spondiente en C;

(d) la composicion en D es la restriccion de la composicion de C:si f: X - Y yg: Y > Z
son flechas de D, entonces g o f (calculada en C) es una flecha de D.

La subcategoria D se dice plena si, ademds, para cada par de objetos X,Y de D, toda
flecha de C con dominio X y codominio Y pertenece también a la coleccion D(X,Y).

Definicion 1.4.5. Sean C y D categorias. Un funtor covariante es un mapeo F': C — D
que asigna:

(1) a cada objeto = de C, un objeto F(x) de D;
(2) a cada morfismo f: x — y de C, un morfismo F(f): F(x) — F(y) de D;

que preserva identidades y composicién, es decir:

F(Id,) = Idp@), F(gof)=F(g)oF(f).

Si F invierte la direccion de los morfismos, de manera que de un morfismo f: x — yen C
produce un morfismo F(f): F(y) — F(x)en D, entonces F se llama funtor contravariante.
En tal caso se lo escribe F': C — D,

Definicion 1.4.6. Dada una categoria C, se define el funtor identidad
Ic: C— C, Ie(z) =2z, Ic(f)=7f.

Definicion 1.4.7. Sean F,G: C — D dos funtores covariantes. Una transformacion nat-
ural 0: F' = G es una asignacioén que a cada objeto X de C le asocia un morfismo

Oy: F(X) — G(X)

en la categoria D, de manera tal que para cada morfismo f: X — Y en C, el siguiente
diagrama conmuta:

lG(f)

F(X) -2 G(x)
F(f)
F(Y) —— G(Y).

Es decir,
G(f)obx = Oy o F(f).
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Definicion 1.4.8. Sean Cy D categorias. Una equivalencia de categorias entre Cy D estd
dada por un par de funtores covariantes

F.C— D, G:D— C,
y por dos transformaciones naturales
0:1Ic = GoF, ¢:Ip= FoQG,

tales que cada morfismo componente Oc y ¢p es un isomorfismo. En este caso se dice que
C y D son equivalentes.

Definicion 1.4.9. Sean C y D dos categorias. Diremos que C y D son dualmente equiva-
lentes si existe una equivalencia de categorias entre Cy D (o entre C°? y D). En este caso
se dice que C y D son categorias duales.

Definicion 1.4.10. Sean Cy D dos categorias. Decimos que Cy D son isomorfas si existen
funtores
F:C—D, G:D— C,

tales que se cumplen las igualdades estrictas
FOGZID, GOFZIc.

En este caso se escribe

1.5 Reticulos

Los reticulos, y en particular los reticulos distributivos acotados, constituyen el reducto
algebraico de la mayoria de las estructuras que apareceran a lo largo de esta tesis. En
esta seccion introduciremos sus propiedades basicas y algunos resultados clasicos que
utilizaremos posteriormente. Para un estudio mas detallado referimos al lector a [6, 13].

Definicion 1.5.1. Un reticulo es un dlgebra L. = (L, A, V) de tipo (2,2) tal que, para
cualesquiera a,b, c € L, se cumplen las siguientes igualdades:

D anbarce)y=(anb)rcyavbve)=(avb)ve
(2) anb=brayavb=0bva
B)anra=ayava=a;

4 an(bva)=ayav (bna)=a.

La nocion de reticulo esta estrechamente vinculada a la de conjunto parcialmente or-
denado. SiL = (L, A, v) es un reticulo, se define sobre L una relacion de orden mediante
las operaciones del lenguaje algebraico de la siguiente manera:

a<b <= a=arb <= b=bva.

Reciprocamente, si (L, <) es un conjunto parcialmente ordenado que admite infimo y
supremo para cada par de elementos, la estructura (L, A, v) dada por

a A b = inf{a, b}, a v b = sup{a, b},

es un reticulo. Asi, un reticulo puede considerarse indistintamente como un algebra
de tipo (2,2) o como un conjunto parcialmente ordenado para el cual siempre existen
infimos y supremos de subconjuntos finitos.
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Definicion 1.5.2. Un reticulo L = (L, A, v) posee un primer elemento (o elemento infe-
rior) si existe 0 € L tal que 0 A a = 0 para todo a. De modo dual, posee un ultimo elemento
(o elemento superior) si existe 1 € L tal que a v 1 = 1 para todo a. Cuando existen ambos,
se dice que el reticulo es acotado.

Definicion 1.5.3. Un reticulo L = (L, A, V) es distributivo si para todo a,b,c € L se
cumple
an(bve)=(anb)v(anec).

Esta condicion es equivalente a su forma dual:

av(bnrc)=(avb)Aa(avec).

1.5.1 Filtros e ideales

Definicion 1.5.4. Sea L = (L, A, v) un reticulo. Un subconjunto no vacio F' < L se llama
filtro si satisface:

(1) F es creciente con respecto al orden de L;

(2) si a,b pertenecen a F, entonces a A b también pertenece a F (es decir, F es cerrado bajo
infimos).

Un filtro F se dira propio si ' # L, es decir, estd propiamente contenido en L.

Cuando L es acotado con elemento superior 1, la condiciéon anterior equivale a exigir
que 1 pertenezca a F', que F sea creciente y cerrado bajo infimos.

Definicion 1.5.5. Un filtro P de L se denomina filtro primo si es propio y cumple que
para todos a,b € L, si a v b pertenece a P, entonces a o b pertenece a P.

Cuando L es distributivo, denotaremos por Fi(LL) el conjunto de todos los filtros de L,
y por X' (L) el conjunto de los filtros primos.

Definicion 1.5.6. Sean L un reticulo distributivo acotado y X un subconjunto no vacio
de L. El filtro generado por X es el menor filtro de 1L que contiene a todos los elementos
de X. Escribiremos FQL(X ) para indicar al filtro generado por el conjunto X.

El siguiente es un resultado conocido de la teoria de reticulos distributivos acotados.
Solo enunciaremos dicho resultado. Una prueba del mismo puede encontrarse en [[13,
Lema 2.4.5]].

Lema 1.5.7. Sea L un reticulo distributivo acotado. Si X un subconjunto no vacio de L
entonces:

F,“(X) ={aeL:existen x,,...,7,en X talesque x, A --- A7, < a}.

Las nociones de filtro y filtro primo jugaran un rol central a lo largo de este trabajo.
Sin embargo, pueden definirse sus nociones duales, las cuales también jugaran un papel
muy importante.

Definicion 1.5.8. Sea L = (L, A, v) un reticulo. Un subconjunto no vacio I < L se dird
ideal si satisface las siguiente condiciones:

(1) I es decreciente respecto del orden de 1,
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(2) si a,bpertenecen a I, entonces a v b pertenece a I (es decir, I es cerrado bajo supremos).
Un ideal I se dird propio si [ # L, es decir, estd propiamente contenido en L.

Si L es un reticulo acotado con elemento inferior 0, entonces I es un ideal si y sélo si
contiene a 0, es decreciente y es cerrado bajo supremos.

Definicion 1.5.9. Un ideal I de L se dird ideal primo si es propio y para todo par a,b € L,
sianbelentoncesaclobel.

Denotaremos por Ide(L) el conjunto de todos los ideales de L, y por Y (L) el conjunto
de todos los ideales primos.

Definicion 1.5.10. Sean L un reticulo distributivo acotado y X un subconjunto no vacio
de L. El ideal generado por X es el menor ideal de 1L que contiene a todos los elementos
de X y lo indicaremos por I,"(X).

Lema 1.5.11. Sea 1L un reticulo distributivo acotado. Si X es un subconjunto no vacio
de L entonces

I,"(X)={ae L :existenz,,...,v,en X talesque a < x, v - v 7, }.

Teorema 1.5.12. Sea L = (L, A, v, 0, 1) un reticulo distributivo acotado. Para todo P < L

se tiene:
PeX(L) <« P°edlL),

donde P° = L\P.
Demostracion: Probaremos ambas implicaciones.

® =) Sea P un filtro primo. Vamos a verificar que P° es un ideal primo. Comenzare-
mos mostrando que P° es decreciente. En efecto supongamos que a ¢ Py b < a.
Por absurdo, si b € P se sigue que a € P, puesto que P es creciente, lo que es una
contradiccion. Veamos ahora que que P¢ es cerrado por v. En efecto, supongamos,
por absurdo, que a,b ¢ Pyavbe P. Se sigue entonces que, al ser P un filtro primo,
a € Pobe P,lo que es una contradiccion. Luego, a v b € P¢. Por ultimo, veamos
que P° es un ideal primo. Supongamos que a A b € Py asumiremos que a,b € P.
Teniendo en cuenta que P es filtro, se sigue entonces que a A b € P por cierre de
P bajo A, lo que resulta en una contradiccion. Por tanto a ¢ P o b ¢ P, es decir P°
resulta un ideal primo

(<) Si I = P° es un ideal primo, un razonamiento dual muestra que /° = P es
creciente, cerrado bajo A y primo respecto de v. Por lo tanto P es un filtro primo.

O]

El siguiente resultado juega un papel central en la teoria de reticulos distributivos
acotados y, en particular, en este trabajo.

Teorema 1.5.13 ([13, Teorema 2.4.13], Teorema del Filtro Primo). Sean L = (L, A, v,0,1)
un reticulo distributivo acotado, F un filtro e I un ideal tales que F' n I = (. Entonces
existe un filtro primo Pde L talque F < Py Pn I = (.

Definicion 1.5.14. Sean L; = (L1, A1, v1) y Ly = (Lo, Ao, Vo) reticulos. Una funcion
f: L1 — Ly se denomina homomorfismo de reticulos si para todo par a,b € L, se verifican
las siguiente condiciones:

flanib) = f(a) ra f(D), flavib) = f(a) va f(b).
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Es inmediato que la funcién identidad y la composiciéon de homomorfismos de reticulos
son nuevamente homomorfismos. Esta simple observacion nos permite establecer la
siguiente proposicion.

Proposicion 1.5.15. Los reticulos distributivos acotados, junto con los homomorfismos
de reticulos, constituyen una categoria, a la que llamaremos BDL. La composicion de
flechas se define como la composicion usual de funciones y la identidad de cada objeto
estd dada por el morfismo identidad 1d.

1.5.2 El reticulo dual

En esta subseccion recordaremos la construccion del reticulo dual de un reticulo dis-
tributivo acotado, asi como algunas consecuencias inmediatas que utilizaremos mas
adelante.

Definicion 1.5.16. Sea L. = (L, A, v, 0, 1) un reticulo distributivo acotado. Se define su
reticulo dual de la siguiente manera:

L= (L, VI AT OL’1> ,

donde, a v  "b=arlbart  b=avlb 0L =1by 1k = ok

Observacion 1.5.17. A partir de la Definicién 1.5.16, el orden de .= viene dado por la
relacion
b<'a < a<benl.

Equivalente y mds explicitamente:
b<'a <« b=bA""a < a=av

Observacion 1.5.18. Toda afirmacion vdlida para reticulos distributivos acotados puede
ser expresada dualmente en el reticulo dual .= . En particular, los filtros de L. correspon-
den a los ideales de .71, y viceversa.

Lema 1.5.19. Para todo reticulo Ly todo i € {£1} se tiene

(Lfl)i _ ]Lfi.
Demostracion: Sii = 1, entonces claramente (L7!)! = L~
Sii = —1, al aplicar nuevamente (—1) vemos que se revierten las operaciones de L.}
y recupera L, por lo que (IL‘l)*1 = L. ]

Definicion 1.5.20. Sea L un reticulo distributivo acotado y i € {1, —1}. Un subconjunto
no vacio I < L se llamard i-ideal si cumple que:

1) Siae Iybe L son tales que b <' a, entonces b e I;
2) Sia,be I, entonces a v be I.
De este modo:
® si 1 =1, los i-ideales coinciden con los ideales de 1;

* sii = —1, los i-ideales coinciden con los filtros de L.
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Lema 1.5.21. Sea L un reticulo distributivo acotadoy P < L. Entonces
PeX(L') <« PteX(L)

Demostracion: (=) Si P € X(IL™!), entonces P es un filtro primo en L.='. Teniendo en
cuenta la definiciéon de reticulo dual, se sigue que P es un ideal primo en L, por tanto
P € Y(L). Por el Teorema 1.5.12, el complemento de un ideal primo es un filtro primo;
en consecuencia, P¢ € X (L).

(<) Podemos aplicar un razonamiento analogo, recordando que (P¢)¢ = P. ]

1.6 Dualidad de Priestley

La dualidad de Priestley constituye el caso base sobre el cual se extenderan las duali-
dades consideradas en capitulos posteriores. Describe una correspondencia contravari-
ante entre la categoria algebraica de los reticulos distributivos acotados y una categoria
de espacios topologicos parcialmente ordenados. Esta version utiliza el espectro de fil-
tros primos, en lugar del de ideales primos introducido originalmente por H. A. Priestley
en [12]. Para un desarrollo clasico y referencias adicionales remitimos a [6, 5, 13].

Espacios de Priestley

Definicion 1.6.1. Un espacio de Priestley es una terna (X, <, 7) tal que:
(1) (X, 1) es un espacio topolégico compacto,

(2) (X, <) es un conjunto parcialmente ordenado;

(3) para todo par x,y € X con = £ vy, existe un conjunto U que es clopen y creciente tal
quexzeUyy¢U.

Observacion 1.6.2. La propiedad (3) de la Definicion 1.6.1 nos indica que el espacio
topologico es totalmente disconexo en el orden. Dicha propiedad es conocida como axioma
de separacién de Priestley.

Definicién 1.6.3. Sea (X, <, 7) un espacio de Priestley. Definimos:

(X)={U < X : U es clopen y creciente },

(X) ={V < X : Vesclopen y decreciente },
OpUp(X) = {O e 7: O es creciente },

(X)={C < X :Cescerradoy creciente }.

El siguiente resultado (ver [[13, Lema 6.5.1]]) sobre espacios de Priestley nos permite
dar una buena caracterizacién de abiertos y cerrados del espacio, por medio de uniones
e intersecciones de elementos de la base.

Lema 1.6.4. Sea (X, <, ) un espacio de Priestley. Entonces (X, <,T) es un espacio Haus-
dorff. Mds atin, si C < X es cerrado y creciente, y x ¢ C, entonces existe U € D(X) tal que
CcUyxé¢U.

Corolario 1.6.5. En todo espacio de Priestley (X, <, 1) se cumple:

(1) cada cerrado creciente es interseccion (posiblemente infinita) de elementos de D(X);
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(2) cada abierto creciente es union (posiblemente infinita) de elementos de D(X).

Definicion 1.6.6. Sean (X, <, 7)y (Xs, <92, 2) espacios de Priestley. Una funcion f: X; —
X5 es un morfismo de espacios de Priestley si se cumple que:

1. f es continua.
2. f es mondtona.

Proposicion 1.6.7. Los espacios de Priestley, junto con las funciones continuas y mondétonas,
constituyen una categoria, a la que llamaremos PS. La composicion de flechas se define
como la composiciéon usual de funciones y la identidad de cada objeto estd dada por el
morfismo identidad 1d.

Funcion o, de Stone

Ahora recordaremos la nocion clasica de funcién de Stone, que asocia a cada elemento
de un reticulo distributivo acotado el conjunto de filtros primos que lo contienen.

Definicion 1.6.8. Sea L = (L, A, v,0,1) un reticulo distributivo acotado. La funcién de
Stone asociada a L es una aplicacion oy,: L — P(X (L)), definida de la siguiente manera:

op(a) ={PeX(L):ace P},
donde, recordemos, X (L) es el conjunto de filtros primos de L.

Recordemos que, para cada conjunto X # (J el algebra (P(X),n,u,J, X) es un
reticulo distributivo acotado. En particular, si L es un reticulo distributivo acotado,
entonces

(P(X(L)), n, v, &, X(L)),

es un reticulo distributivo acotado y o.: L. — P(X(L)) resulta una aplicacién entre am-
bos reticulos. El resultado que sigue mostrara que, en efecto, resulta ser un homomor-
fismo de reticulos distributivos acotados.

Lema 1.6.9 ([13, Lema 2.5.10]). Para todo a,b € L:
o,(0) =g, oL(l)=X(L), op(and)=op(a)noL(b), opL(avb)=o.(a)uoL(d).

Corolario 1.6.10. Todo reticulo distributivo L es isomorfo a una subdlgebra de P(X (L))
por medio de la aplicacion de Stone o7

El funtor X: BDL — PS

En este apartado introducimos el funtor que asocia a cada reticulo distributivo aco-
tado un espacio de Priestley. Su propésito es traducir informacién algebraica en infor-
macion topoldgica y ordenada, de modo de preparar el terreno para las dualidades que
apareceran mas adelante.

Comenzaremos describiendo la accién de dicho funtor sobre los objetos, luego su
accion sobre las flechas, y finalmente comprobaremos que las asignaciones obtenidas
constituyen efectivamente un funtor contravariante.

SealL = (L, v, A,0,1) un reticulo distributivo acotado. Definimos la estructura

%(L) = (X(L)> L, gIL)>
donde:
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* —; es la relacion de orden dada por la inclusion sobre el conjunto de los filtros
primos;

* la topologia 7, esta generada por la subbase 8, = {o1.(a): a € L} U {o1(a)®: a € L}.

Teniendo en cuenta la definicion de subbase, es sencillo comprobar que los conjuntos de
la forma oy (a)\ow(b) con a,b € L forman una base de abiertos para 7.

Teorema 1.6.11. Para todo reticulo distributivo acotado L, la terna
X(L) = (X(]L’)vﬂln g]l.)a
es un espacio de Priestley.

Demostracion: Sea L un reticulo distributivo acotado. Vamos a comprobar que X(L)
satisface los tres requisitos de la Definicién 1.6.1.

(1) Veamos que (X (L), 7.) es compacto. Sean {U,};.; abiertos que cubren X(LL) y supong-
amos, hacia un absurdo, que no existe un subcubrimiento finito.

Cada U; es union de conjuntos basicos de la forma
op(ar) N nop(am) nop(b) N nop(by)S.
Si un conjunto de este tipo contiene a un filtro primo P, entonces

a1y Q€ P y by,...,b, ¢ P.

Como no hay subcubrimiento finito, para cada elecciéon finita de indices F' < [ existe
un filtro primo Pr que no pertenece a ninguno de los U; con i € F. Para cada tal Pr,
definamos

AFZ{CLELIQEPF}, BFZ{bELb¢PF}

El punto clave es que, para todo i € I, existe algun filtro primo Pr que satisface
simultaneamente todas las condiciones

CL¢PF y bEPF

que definen los conjuntos basicos incluidos en U;. En otras palabras, para cada i
podemos seleccionar un filtro Pr que evita explicitamente todos los requisitos que
harian que Pr cayera en U;,.

Consideremos ahora el conjunto

F= U Ap.

FcI finito

Este conjunto es no vacio y cerrado hacia arriba, y siempre que a,b € F, alguna de
las elecciones P contiene ambos, por lo que a A b € F. Por tanto, F' genera un filtro
propio de L.

Por el Teorema del filtro primo, existe un filtro primo P que contiene a F. Como
cada Pr evita todos los U;, el filtro P también evita todos los U;. Esto contradice la
suposicién de que los U; cubren X' (L).

Por lo tanto, existe un subcubrimiento finito y el espacio es compacto.
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(2) Veamos que (X'(L),<1) es un conjunto parcialmente ordenado. La relacién <, es la
inclusion entre filtros primos, y por ser una inclusion, es reflexiva, antisimétrica y
transitiva. Luego (X(L), <) es un conjunto parcialmente ordenado.

(3) Veamos que se cumple el axioma de separacién de Priestley. Sea P, € X (L) con
P & Q. Entonces existe a € P\@Q. En particular:

P e oy (a), Q € op(a)".

Observemos que:
- op(a) es creciente: si P € o1,(a) y P < R, entonces a € Ry por tanto R € oy.(a);

- o1.(a) es clopen porque pertenece a la subbase generadora y su complemento también
pertenece a ella.

Asi, el conjunto clopen creciente U = op.(a) separa Py () como exige la Definicion 1.6.1.

Hemos verificado las tres condiciones, por lo que X(IL) es un espacio de Priestley. [

A continuacion vamos a describir la acciéon del funtor sobre las flechas.
Sea f: L; — L, una flecha en la categoria BDL. Definimos la aplicaciéon X(f): X(L,) —
X(L,) de la siguiente manera:

xX()(P) = f[P].

En el siguiente resultado, comprobaremos que efectivamente, X(f) es una flecha en la
categoria PS.

Lema 1.6.12. Sea f: L, — L, una flecha en la categoria BDL. Entonces la aplicacion
X(f) es una flecha en PS.

Demostracion: Veamos que X(f) es continua y preserva el orden. En efecto, para
comprobar la continuidad tomemos un conjunto U abierto basico de X(L,), es decir,
U = o1,(a), para algan a € L,. Entonces

X(f) Mo (a)] = {P e X(Lo) :ae [P} = {P: f(a) € P} = o1,(f(a)),

que es un clopen creciente; luego X(f) es continua. La monotonia es inmediata porque
la preimagen preserva inclusiones. O

Teorema 1.6.13. Las asignaciones previamente descriptas L — X(IL)y f — X(f) definen
un funtor contravariante
X: BDL — PS.

Demostracion: Recordemos que, por Definicién 1.4.5, para verificar que una asignacion
define un funtor contravariante debemos comprobar dos condiciones:

1. Preservacién de identidades. Sea IL un objeto de BDL. Entonces
X(Idy)(P) = 1d;'[P] = P,

para todo P € X' (L), lo cual muestra que X(Id) = Idx ).
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2. Preservacion de la composicion. Sean

morfismos en BDL. Para cada P € X(L;),

X(go /)(P)=(go N)7'[P] = [ g7 [P]] = X(f)(X(9)(P))-

Por lo tanto,
X(go f)=X(f) o X(9),

lo cual verifica la regla de composicién propia de los funtores contravariantes.

Con ambas propiedades satisfechas, concluimos que X: BDL — PS es un funtor con-
travariante. n

En conclusion, el funtor X asigna a cada reticulo distributivo acotado una estructura
topolégico-ordenada que captura de manera adecuada a su comportamiento algebraico,
y envia homomorfismos de reticulos a aplicaciones continuas y mondétonas.

El funtor ©: PS — BDL

En este apartado introducimos el funtor que asocia a cada espacio de Priestley un
reticulo distributivo acotado formado por sus clopens crecientes. Comenzaremos descri-
biendo su accion sobre los objetos, luego su accion sobre las flechas, y finalmente de-
mostraremos que dichas asignaciones definen efectivamente un funtor contravariante
entre las categorias involucradas.

Sea (X, <, 7) un espacio de Priestley. Definimos

D(X) = (D(X),n, v, F, X)),

donde D(X) es el conjunto de los clopen crecientes de X.
Veamos que esta estructura es realmente un reticulo distributivo acotado.

Lema 1.6.14. Para todo espacio de Priestley (X,<,7), la estructura
D(X) = (D(X),n, v, T, X)
es un reticulo distributivo acotado.

Demostracion: Mostraremos sucesivamente que D(X) es cerrado bajo las operaciones
propuestas, que estas definen un reticulo y que dicho reticulo es distributivo y acotado.

Cerradura. Sean U,V € D(X). Como ambos son clopen y crecientes, tanto su interseccion
como su unioén finita U n V es abierta, cerrada y creciente. Por lo tanto, U nV, U uV €
D(X).

Estructura de reticulo. Las operaciones n y u satisfacen las leyes de conmutatividad,
asociatividad y absorcion porque son las operaciones usuales de conjuntos. Por cierre,
dichas operaciones permanecen dentro de D(X), por lo que (D(X), n, u) es un reticulo.
Distributividad. Como la interseccion y la union de conjuntos satisfacen las leyes dis-
tributivas, el reticulo resultante es distributivo.

Acotado. El conjunto vacio & y el total X son ambos clopen y crecientes; actiian como
los elementos minimo y maximo del reticulo respectivamente. Por lo tanto, ©(X) es un
reticulo distributivo acotado. O
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Veamos ahora su acciéon sobre morfismos. Sea g: (X;,<;,71) — (X3, <o, 72) un mor-
fismo en la categoria PS. Definimos

es un homomorfismo de reticulos distributivos acotados.

Demostracion: Debemos probar dos cosas: (i) que la preimagen de un clopen creciente
sigue siendo un clopen creciente, y (ii) que la preimagen preserva las operaciones del
reticulo.

(1) La preimagen de un clopen creciente es clopen creciente. Sea U € D(X,). Entonces U
es clopen y creciente.

* Como g es continua, g~ '[U] es abierto; y como U es cerrado, también ¢g—'[U] lo es.

* Seaz,ye X, talesque z <, yy z € g '[U]. Entonces g(z) <, ¢g(y) (monotonia de g)
y g(x) € U. Como U es creciente, g(y) € U, por lo que y € g '[U].

Asi, g [U] € D(X,).
(ii) Preservacion de las operaciones. Para cualesquiera U,V € D(X5),

g UV =g Ul ng'[V], g 'UOV]=g[UJug'[V]

Ademas,
g [Xs] = Xy, 9 @] =@

Todas estas igualdades se siguen directamente de las propiedades basicas de la preima-
gen. Por lo tanto, ®(g) es un homomorfismo de reticulos distributivos acotados. O

Veamos por ultimo que estas asignaciones definen un funtor:

Teorema 1.6.16. Las asignaciones X — D(X)y g — D(g) definen un funtor con-
travariante
®: PS — BDL.

Demostracion: Sea X un objeto de PS. La preimagen respecto de la identidad satisface
D(Idx)(U) = 1dy'[U] = U,

es decir @(Id){) = Id@(x)
Si X; % X, 2 X5, entonces para todo U € D(X3),

D(hog)(U) = (hog)"'[U] = g7 [n'[U]] = D(9)(D(R)(V)),
por lo que ©(hog) = D(g) oD (h). Esto muestra la compatibilidad con la composicién. [J

Con esto queda completamente especificado el funtor contravariante ©: PS — BDL,
que asigna a cada espacio de Priestley el reticulo distributivo acotado de sus clopens
crecientes y a cada flecha monétona y continua su correspondiente preimagen.
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Las transformaciones naturales y la dualidad

En esta parte presentamos las aplicaciones que permiten comparar, para cada reticulo
distributivo acotado, la estructura original con la reconstruida mediante la doble apli-
cacion de los funtores construidos en las secciones anteriores. Del mismo modo, para
cada espacio de Priestley introduciremos una aplicacién que permite recuperar el punto
original a partir de los clopens crecientes que lo contienen. Estas construcciones seran
esenciales para demostrar la dualidad completa entre ambas categorias.

Recordemos primero que, para cada reticulo distributivo acotado L, la aplicacion de
Stone
o,: L — P(X (L)), op(a) ={PeX(L):ae P},
es un homomorfismo de reticulos. El siguiente resultado afirma que esta aplicacion de-

scribe completamente el reticulo cuando se la interpreta dentro de la estructura © (X(L)).

Teorema 1.6.17. Para cada reticulo distributivo acotado L, la aplicacién de Stone
o.: L —9(X(L))
es un isomorfismo de reticulos distributivos acotados.

Demostracion: Demostraremos que o, es un homomorfismo inyectivo y sobreyectivo.
(i) o1, es un homomorfismo. El Lema 1.6.9 establece que

oL(a A b) = op(a) nor(b), oL(a v b) = op(a) U or(b),

y que o1(0) = &, or(1) = X(LL). Esto prueba que oy, preserva todas las operaciones del
reticulo.

(i) Inyectividad. Sean a,b € L tales que o1 (a) = o (b). Suponiendo a < b, el Teorema del
Filtro Primo (Teorema 1.5.13) nos garantiza la existenciade P e X(L)conae Py b¢ P,
lo cual implica

Pe O'L(&)\O']L(b),

contradiccion. Por lo tanto a < b. Un argumento simétrico prueba b < a, con lo cual
a =b.

(iit) Sobreyectividad. Sea U € D(X(L)). Como U y U° son cerrados de un espacio com-
pacto, ambos son compactos.

Para cada P € U y cada Q € U¢, dado que U es creciente tenemos P & (). Por el
Teorema del Filtro Primo, existe apg € L tal que

CLPQGP y (IPQ¢Q.

Es decir,
Pe O'[L(CLPQ>, Q € O‘]L(GPQ)C.

Fijado P € U, la familia {oy.(apg)® : Q € U°} cubre U°. Como U° es compacto, existen
Q1,...,Q, € Uc tales que

U® < or(apg,)’ v - vor(arg,)"
Equivalentemente,

Uc c 0']14(@]3)67 donde ap = apg, N -+ N apq,-
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Por tanto,
O']L(ap) c U, y ademas P € O']L(ap).
Los conjuntos {o1.(ap) : P € U} cubren U. Como U es compacto, existen P,..., P, € U
tales que
U= 0']L<Clp1> UV O']L(apm).
Sea ahora
a=ap V- Vap,.

Entonces

O']L(CL) = O']L(CLPI) U U O']L(Clpm> =U.
Esto prueba que todo U € D(X (L)) es de la forma oy (a) para algin a € L, es decir, que or,
es sobreyectiva.
Concluimos que o7, es un isomorfismo de reticulos distributivos acotados. O

Pasemos ahora a la construccion dual. Sea (X, <,7) un espacio de Priestley. Quer-
emos reconstruir cada punto del espacio a partir del conjunto de todos los clopens cre-
cientes que lo contienen. Esto se logra mediante la siguiente aplicacion.

ex: X — X(9D(X)), ex(x) ={UeDX):zeU}.

Teorema 1.6.18. Para todo espacio de Priestley (X, <, 1), la aplicacion ex: X — X(D(X))
es un isomorfismo en la categoria PS.

Demostracion: Notemos que como (X, <, 7) un espacio de Priestley, por el Lema 1.6.4,
este espacio es Hausdorff, por lo que basta con probar que es biyectiva y continua para
probar que es un homeomorfismo. Ademas, probaremos monotonia para terminar de ver
que es un morfismo en PS.

(i) Monotonia. Sean x < y. Si U es un clopen creciente que contiene a x, entonces, por
definicién de conjunto creciente, también contiene a y. Esto implica ex(x) < ex(y).

(i) Continuidad. Sea U € D(X). Los abiertos basicos de X(©(X)) son los de la forma
oo(x)(U). Calculemos su preimagen:

exloax)(U)] ={zeX Ueex(@)}={zeX:zeU}=U,

que es un clopen creciente de X. Luego cx es continua.

(ii1) Inyectividad. Sean x # y. Por el axioma de separacién de Priestley, existe un clopen
creciente U con x € Uy y ¢ U. Entonces U € ex(z) pero U ¢ ex(y), asi que ex(x) # ex(y).
(iv) Sobreyectividad. Queremos ver que ex es sobreyectiva. Como e¢x es continua (por
((i1))) y X es compacto, el conjunto ex(X) es compacto en X(D(X)), y en particular es
cerrado.

Supongamos, hacia un absurdo, que e¢x no es sobreyectiva. Entonces existe () €
X(D(X)) tal que @ ¢ ex(X). Puesto que ex(X) es cerrado y Q) ¢ ex(X), existe, por el
axioma de separacion de Priestley aplicado en X(© (X)), un clopen creciente V" tal que

QeV y Vinex(X)=2.

Podemos suponer sin pérdida de generalidad que V' es un elemento basico, es decir,
que existen U, W € D(X) tales que

V = O'@()Q(U) M O'@(X)(W)C.
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En tal caso,
ex' [V] = ex' [ooo) (V)] 0 e [oopn (W) = U n W
Pero la condiciéon V n ex(X) = @ implica
e [V] =2, esdecir, UnW®=g.

Luego U < W y por tanto
oo(x)(U) < oox)(W).

Como @ € 09(x)(U), se tiene U € Q. Y como o9(x)(U) S 09(x)(W), también W € Q.
Pero () € V implica @ ¢ op(x)(W), es decir, W ¢ (). Esto es una contradiccién. Por lo
tanto cx es sobreyectiva.

Con esto se prueba que ¢x es un isomorfismo en PS. H

Teorema 1.6.19 (Condicién de naturalidad). Sean f: L, — L, un morfismo en BDL y
g: X1 — Xy un morfismo en PS. Entonces los siguientes diagramas conmutan:

L, — s D(X(L,) X, —L X(®@(X))
(

( ) )
fl lﬁ(x(f)) gl X(9(9))
L, o, ’ D(X(Ly)) Xo e, X(D(Xy))
Demostracion: Demostraremos la conmutatividad de cada diagrama por separado.

1. Naturalidad de o.

Seaa e L; ysea P e X(LL,). Larama izquierda del cuadrado envia a a f(a), y luego:
oL,(fa)) = {PeX(Ly): fla) e P}.
La rama superior—derecha envia primero
a—oy(a) ={QeX(Ly):aecQ},
y luego aplica ©(X(f)), cuya accién es la preimagen:

D(X(f))(on,(a) ={PeX(La): f[Pleo,(a)}.

Pero
[P eov,(a) « ae fT[P] « f(a)e P.

Por lo tanto:

D(X(f)) (o, (a) ={P: fla) € P} = ou,(f(a)).

Ambas composiciones coinciden punto por punto; el primer diagrama conmuta.

2. Naturalidad de e.

Sea r € X,. La rama izquierda envia = — g(z), y luego:
ex,(9(2)) ={U eD(Xz): g(zx) e U}.

Por otra parte:
ex,(r) ={VeDX;):zeV}.
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Aplicando X(®(g)), que actia como preimagen, obtenemos:
X(D(9))(ex,(x)) ={U € D(Xs) : 7' [U] € ex, () }.

Pero
g Ul eex,(z) = zeg '[U] < g(x)eU.

Luego:
X(D(9))(ex, () = {U e D(Xz) : g(x) e U} = ex,(g(x))-

Asi, el segundo diagrama también conmuta.

De esta manera, las familias
o= {oLiL Y €= {ex}x
constituyen las transformaciones naturales
o: IdgpL = D o X. Y €: Idps = X 0.

]

Con la verificacion de la naturalidad de las aplicaciones 0 = {op.}L y € = {ex}x, ya
contamos con todos los ingredientes necesarios para relacionar la estructura original
con su reconstruccion a través de los funtores X y ©. Aqui se retinen estos resultados y
establece de manera precisa que ambas construcciones forman una dualidad completa
entre reticulos distributivos acotados y espacios de Priestley.

Teorema 1.6.20. Los funtores
X:BDL—PS, ©:PS— BDL,

junto con las transformaciones naturales o: Idgp, = D o X y e: Idps = X 0 D, establecen
una dualidad entre las categorias BDL y PS.

Con esto se completa la construccion de ambos funtores, la verificacion de su accion
sobre objetos y morfismos, y la comprobacion de las transformaciones naturales que los
vinculan. La conmutatividad de los diagramas anteriores asegura que cada estructura
puede recuperarse integramente a partir de su dual, consolidando asi la dualidad de
Priestley como correspondencia precisa entre lo algebraico y lo topolégico—ordenado.



Capitulo 2

Dualidad tipo Priestley para
(¢, 7)-reticulos

En el presente capitulo, desarrollaremos una dualidad de tipo Priestley para la categoria
cuyos objetos son reticulos distributivos acotados dotados de ciertos operadores unarios
y cuyas flechas seran los homomorfismos de reticulos que preservan los operadores en
cuestion. Para esto, introduciremos una categoria cuyos objetos son espacios de Priestley
dotados de ciertas relaciones binarias y las flechas seran homomorfismos entre dichos
espacios que satisfacen ciertas condiciones adicionales. El objetivo de este capitulo sera
desarrollar una teoria general que abarque todos los operadores unarios normales que
pueden ser definidos sobre reticulos distributivos acotados.
Comenzaremos introduciendo las definiciones elementales, las categorias involucradas

y algunos resultados basicos que seran utilizados a lo largo del presente capitulo. Luego,
estudiaremos una equivalencia dual entre las categorias algebraicas de (7, j)-reticulos
con (—i, —j)-reticulos. Por ultimo, estableceremos la equivalencia dual entre la cate-
goria algebraica de (i, j)-reticulos con la categoria cuyos objetos son (i, j)-espacios de
Priestley.

2.1 Definiciones elementales

El objetivo de esta seccion es presentar las nociones basicas que seran utilizadas a través
de este capitulo. Comenzaremos introduciendo aquellas necesarias para definir la cate-
goria cuyos objetos son (i, j)-reticulos. Luego, haremos lo propio para la categoria cuyos
objetos son espacios de Priestley relacionales, los cuales, como se vera posteriormente,
seran los objetos duales a los (i, j)-reticulos.

Definicion 2.1.1. Sea L un reticulo distributivo acotado, m : . — IL un operador unario
v (i,7) € {—1,1}% Decimos que m es un operador normal de tipo (i, j) si

2 m(0+) = o
2. Ya,be L:m (a Vel b> — m(a) v m(b),

donde, recordemos

i o~ sii=1 i avlb sii=1
Li . _ Lig .
0 "{PL sii=—1 Y avib: {aALb sii=—1

Llamaremos (i, j)-reticulo al par (L, m).

29
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Observacion 2.1.2. En [5] se estudian el concepto de v-homomorfismo sobre reticulos
distributivos acotados. Recordemos que un join-homomorfismo entre dos reticulos dis-
tributivos acotados 1L, y L, es una funcién h: L, — L, que satisface h(0*) = 02 y
h(a v b) = h(a) v h(b) para todo a,b € L,. En particular, si L es un reticulo distribu-
tivo acotado y m es un v-homomorfismo sobre 1, entonces (L, m) es un (1,1)-reticulo. Es
decir que la nocion de (i, j)-reticulo generaliza la de v-homomorfismo, pues si (L, m) es
un (i, j)-reticulo entonces m: L' — 17 es un v-homomorfismo entre los reticulos ' y 7.
Utilizaremos en el proximo capitulo esta interpretacion de los operadores normales de

tipo (i, j).
El estudio de operadores unarios sobre reticulos distributivos acotados resulta de
gran interés, no s6lo desde el punto de vista de la logica modal, sino también por los

diferentes ejemplos que pueden encontrarse, ya sea en el algebra como en la topologia.
A continuacién brindaremos algunos ejemplos de (i, j)-reticulos.

Ejemplo 1. Consideremos el par (L., —), donde I. = {0, a, b, 1} es el reticulo distributivo
acotado de cuatro elementos y el operador unario — : . — L definido de la siguiente
manera:

— o Q O‘&
_Q ot O

Algunos cdlculos simples muestran que el operador — puede ser considerado como un
operador normal de tipo (1,1) y un operador normal de tipo (—1, —1) simultdneamente.

******* }b/l\a
% N

Ejemplo 2. Consideremos ahora el par (L, ~), donde L es el reticulo de cuatro elementos
del ejemplo anterior y ~ el operador unario definido por

~ X

— o Q O‘Eﬁ
O Q o=

En este caso, puede observarse que (L, ~) puede ser considerado un (1, —1) operador y un
(—1,1) operador simultdneamente.

Ejemplo 3. Sea (X, 7) un espacio topoldgico. Recordemos de los preliminares las aplica-
ciones

CL.(U) = ﬂ{F € X :Fescerradoen Ty U < F}, int.(U) = U{O eT:0c U}

Estas funciones pueden considerarse como operadores unarios sobre el reticulo (P(X), <).
El operador de clausura Cl. satisface

Cl.(@) =< y ClLUVV)=CL{U)uCL{V),
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por lo que es un operador normal de tipo (1,1) sobre P(X). De manera dual, el operador
de interior int, cumple

int,(X)=X y int,(UnV)=int.(U) nint(V),

siendo asi un operador normal de tipo (—1, —1) sobre el mismo reticulo.

En el contexto de (i, j)-reticulos, queremos no sélo preservar la estructura de reticulo
sino también la accién del operador unario. Por tanto, definiremos a continuacién qué
significa que una funcién entre dos tales estructuras respete simultaneamente el orden
y el operador. Esta nocién generaliza la de homomorfismo de reticulos al incorporar el
comportamiento del operador normal de tipo (7, j).

Definicion 2.1.3. Sea un par (i,j) € {—1,1}* fijo. Si (Ly,m;) y (Lo, m3) son dos (i,7)-
reticulos y f: Ly — L, es una funcion. Diremos que [ es un homomorfismo de (i, j)-
reticulos si:

1. f es homomorfismo de reticulos.

2. Para cada a € L, se tiene que f(mq(a)) = mo(f(a)). Es decir que el siguiente dia-
grama conmuta

Ll%L2

Llf}]lQ

Proposicién 2.1.4. Sea (i,j) € {—1,1}>. Entonces la clase de los (i, j)-reticulos, con los
homomorfismos de (i, j)-reticulos forman una categoria, cuya composicién de flechas esta
dada por la composicion usual de funciones y la flecha identidad esta dada por la funcién
identidad.

Demostracion: Teniendo en cuenta que la composicion de flechas esta definida como
la composicion usual de funciones, bastara con comprobar que la composicion usual de
homomorfismos de (i, j)-reticulos es nuevamente un homomorfismo de (i, j)-reticulos y
ademas que la identidad es un homomorfismo de (i, j)-reticulos. En efecto:

1. Composicién de morfismos:

Sean f: (IL;,m1) — (Ly,m2) y g: (Ly, m2) — (L3, m3) homomorfismos de (i, j)-reticulos.

— Por definicién, f y g son homomorfismos de reticulos, luego su composicién
también es un homomorfismo de reticulos.

— Ademas, para todo a € L:

(g0 f)(mi(a)) = g(f(mi(a)) = g(ma(f(a))) = ms(g(f(a))) = ms((g0 f)(a)).
Por tanto, g o f conmuta con los operadores.

Asi g o f es un homomorfismo de (i, j)-reticulos.
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2. Identidad:

Sea (L, m) un (i, j)-reticulo y definamos la funcién

Idy,: L — L
Idi(a) = a

(a) Homomorfismo de reticulos. Para todo a,b e L,

Idp(avb)=avb=1d.(a) v IdL(b),
Idp(a A b) =a A b=1dg(a) A IdL(b),
Id,(0) =0, Idp(1)=1.

(b) Conmutatividad con el operador. Para todo a € L,

Id, (m(a)) = m(a) = m(Id.(a))

(c) Ley de identidad. Sea f: (L1, m;) — (L3, my) un homomorfismo de (i, j)-reticulos.
Entonces

foldy = f
Idpof=17f

De (a), (b) y (c) se concluye que para cada objeto (L, m) la flecha definida por

Id(L’m) = IdL
es la flecha identidad.

Asi, de 1. y 2. se puede concluir que los (i, j)-reticulos con los homomorfismos de (3, j)-
reticulos constituyen una categoria. ]

Sea (i, j) € {—1,1}% Escribiremos BDL(z, j) para indicar la categoria cuyos objetos son
(1, j)-reticulos y cuyas flechas son los homomorfismos de (i, j)-reticulos.

A continuacion, presentaremos las definiciones de las estructuras topoldgicas rela-
cionales, y sus correspondientes morfismos, para establecer la categoria que resultara
dual a BDL(7, j). Antes de definir estas estructuras, fijaremos una notacion que nos sera
atil.

Definicion 2.1.5. Sean (X, <) un conjunto ordenado e i € {1,—1}. Definimos:

, x
r <"y =
Y

Ut = v Z::l’
X\U, i=-1

Definicion 2.1.6. Sean (X, 7, <) un espacio de Priestley, (i,7) € {—1,1}?, y R una relacién
binaria definida sobre X. Diremos que R es una (i, j)-relacion si satisface las siguientes
condiciones:

y para cualquier U < X,
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1. VU e D(X) : [R"YUY)) € D(X)
2.8i(z,y) ¢ R=WeDX):yeUyRx)nU' =Z
Llamaremos (i, j)-espacio de Priestley a la estructura (X, 7,<,R), donde (X,<,7) es un

espacio de Priestley y R es una (i, j)-relacion.

Definicion 2.1.7. Sean (i,j) € {—1,1}% (X, 7x, <x, Rx) e (Y, 7y, <y, Ry) dos (i, j)-espacios
de Priestleyy f : X — Y una funcién. Diremos que f es un morfismo de (i, j)-espacios de
Priestley si satisface las siguientes condiciones:

1. f es un morfismo en espacios de Priestley, es decir, [ es continua y mondétona.
2. Para todo par (z,y) € Rx, se tiene (f(z), f(y)) € Ry.

3. Para todo z € X y z € Y tales que (f(x),z) € Ry, existe y € X tal que (z,y) € Rx y
2 <y fy)

Proposicion 2.1.8. La clase de los (i, j)-espacios de Priestley con los morfismos de (i, j)-
espacios de Priestley constituyen una categoria, cuya composicion de flechas es la com-
posicion usual de funciones y la flecha identidad es la funcién identidad.

Demostracion. Al igual que en la proposicién previa, bastara con comprobar que tanto
la composicién usual de morfismos de (i, j)-espacios de Priestley como la identidad son
morfismos de (i, j)-espacios de Priestley.

1. Composicién de morfismos

Sean [ : (X, 7x,<x,Rx) = (Y.7v.<v, Ry) y g: (Y,7v, <y, Ry) — (Z,72,<z, Rz) dos
morfismos de (i, j)-espacios de Priestley. Veamos que la composicion satisface las
condiciones (1),(2) y (3) de la definicion 2.1.7:

— Como [y g son morfismos de espacios de Priestley y por lo tanto son continuos
y monétonos, su composicion go f : X — Z es continua y monétona, y por lo
tanto es un morfismo de espacios de Priestley.

- Para todo par (z,y) € Rx, tenemos que (f(x), f(y)) € Ry, ya que f es un mor-
fismo de (i, j)-espacios de Priestley. Puesto que g tambien lo es:

(9(f(x)),9(f(y))) € Rz

Por lo tanto, ((go f)(x),(go f)(y)) € Rz,y go f preserva las relaciones.

- Sean z € X, z € Z tal que (¢(f(x)),z) € Rz. Dado que ¢g: Y — Z es una flecha,
existe y € Y tal que (f(z),y) € Ry y 2 <% g(f(z)). Dado que f: X — Y es una
flecha, existe 2/ € X tal que (z,7') € Rx y y <\ f(«'). Por la monotonia de g, se
tiene que g(y) <%, g(f(«’)). Por lo tanto, (z,2") € Rx, con z <%, g(f(2')). Por lo
tanto, g o f satisface la propiedad (3)

Por lo tanto, g o f es un morfismo de (7, j)-espacios de Priestley.

2. Identidad

Sea (X, 7x,<x, Rx) un (i, j)-espacio de Priestley. Definimos

[dy: X - X

r—T

Veamos que también cumple la definicién 2.1.7.
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— Claramente Idx es continua y mondétona, luego es un morfismo de espacios de
Priestley.

- Para todo (z,y) € Rx,
(Idx (), Idx(y)) = (2,y) € Rx.

- Si (Idx(z),2) € Ry, es decir (x,z) € Ry, basta tomar y = 2, de modo que
(xvy) € RX y '
ldx(y) =y <% =

De esta manera se concluye que para cada objeto (X, 7x, <x, Rx) la flecha definida
por

Id(x,r¢,<x,Rx) = Idx.

es la flecha identidad.

Asi, por lo anterior, podemos concluir que los (7, j)-espacios de Priestley con los (7, j)-
morfismos de Priestley forman una categoria. ]

Sea (i,7) € {—1,1}2. Escribiremos PS(i, j) para denotar la categoria cuyos objetos son
los (i, j)-espacios de Priestley y cuyas flechas son los morfismos de (i, j)-espacios.

En sintesis, en esta seccién se han introducido las categorias BDL(i, j) y PS(7, j), que
extienden respectivamente la categoria de los reticulos distributivos acotados y la de los
espacios de Priestley. En las secciones siguientes construiremos los funtores contravari-
antes que establecen la equivalencia dual entre estas categorias, mostrando asi que la
dualidad de Priestley se extiende naturalmente al contexto de los (7, j)-reticulos.

2.2 La conexion entre estructuras de tipo (i, j) con es-
tructuras (—i, —j)

El objetivo de la presente seccion sera mostrar que existe una fuerte conexion entre es-
tructuras de tipo (7, j) con las estructuras de tipo (—i, —j), esto es, existe un isomorfismo
de categorias entre las categorias BDL(i,j) y BDL(—i, —j) y lo propio sucede con las cat-
egorias PS(i,j) y PS(—i,—j). Estos isomorfismos, los cuales resultaran de gran ayuda
para el objetivo general de este capitulo, capturan el principio de dualidad presente en
los reticulos y en los espacios de Priestley.

2.2.1 Isomorfismo entre BDL (i, j) y BDL(—i, —7)

En esta subseccion estableceremos el isomorfismo entre las categorias BDL(i, j) y BDL(—i,
Para ello, comenzaremos con una observacion estructural que permite reinterpretar
cualquier (7, j)-reticulo como un (—i, —j)-reticulo al pasar al reticulo dual.

Sea (L,m) un (i, j)-reticulo. Notemos que operador normal de tipo (i,j) puede ser
considerado como un operador de tipo (—i, —j) actuando sobre el reticulo dual L~'. Esto
se sigue teniendo en cuenta la definicién 1.5.16, ya que en .~! se intercambian las op-
eraciones de infimo y supremo (y también los elementos 0 y 1).

A continuacion, haremos uso de la observacion previa para definir una asignacion
(—)*: BDL(7,5) — BDL(—i,—j), que actia de la siguiente manera:
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Accion sobre Objetos: Sea (L, m) es un (¢, j)-reticulo. Definimos
(L,m)* = (L™ m*),
donde m* = m, pero actiia sobre LL.7!.

Sobre Flechas: Sea f: (L;,m;) — (L2, m3) un homomorfismo de (i, j)-reticulos. Defini-
mos la aplicacién f*: (Ly,m)* — (Lg, m9)*, donde f* = f.

Teniendo en cuenta las asignaciones (L, m) — (L, m)*y f — f* podemos establecer el
siguiente resultado:

Lema 2.2.1. Las asignaciones (L,m) — (L,m)*y f — f* definen un funtor covariante
(—)*: BDL(7,5) — BDL(—i, —j).

Demostracion: Para mostrar que (—)* es un funtor covariante, veamos que cumple las
siguientes propiedades de la Definicion 1.4.5:

1. Buena definicién sobre objetos:

Sea (IL,m) un (i, j)-reticulo, es decir, se tiene
m (01”) — oV
m (a v b) = m(a) vl¥ m(b) paratodoa,be L.

Teniendo en cuenta que el lema 1.5.19, se tiene que:

0L = ol y av@ T p=qgvy
Asimismo,
m (0877) = m (o)
o~
— o™

Por lo tanto, (L,m)* = (L', m) es un (—i, —j)-reticulo, y el la asignacién de (—)*
sobre los objetos esta bien definida.

2. Buena definiciéon sobre flechas:

Sean (L, my), (Lo, my) dos (i, j)-reticulos y f : (L;,my) — (L2, m2) un homomorfismo
de (i, j)-reticulos. Es sencillo comprobar que f*: L;' — L,' es un homomorfismo
de reticulos. Ademas, se sigue que
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Entonces f* es un homomorfismo de (—i, —j)-reticulos. Por lo que la asignacién
(—)* sobre las flechas esta bien definida.

3. Preservacion de la identidad:
Sea Id m): (IL,m) — (LL,m) la flecha identidad en BDL(i, j). Por la definicién de
(—)* sobre flechas:

(Id(]]_‘7m))* - Id(]]_"m) - IdL - Id(]L*le) - Id(]L,m)*

*

ya que la identidad no altera el orden. De modo que (—)* envia identidades en

identidades.

4. Preservacion de la composicion:

Sean f: (L;,m1) — (Lo, m2) y g: (g, m2) — (L3, m3) dos homomorfismos de BDL(, 7).
Entonces:

(gof)* =gof=g'of
puesto que por definicién f* = fy g* = g.

Se sigue entonces que el par de asignaciones (—)*: BDL(7,j) — BDL(—i,—7j) es un funtor

covariante.
O

Observacion. Es posible definir el funtor

de la misma forma que el funtor (—)*, es decir
Sobre Objetos: Sea (L, m) un (—i, —j)-reticulo. Definimos

(Lvm>* = (L_lam*) )

donde m, = m.
Sobre Flechas: Sea f: (L;,m;) — (s, my) un homomorfismo de (—i, —j)-reticulos.
Definimos la aplicacién f,: (L;,m)s — (Lg, m2)., donde f. = f.

Se puede mostrar, de la misma manera que en el Lema 2.2.1 que se trata de un funtor
covariante.

A continuacién, mostraremos que los funtores (—)* y (—). son inversos y establecen
un isomorfismo entre las categorias BDL(i, j) y BDL(—i, —j).

Teorema 2.2.2. La categoria BDL(i, j) es isomorfa a la categoria BDL(—i, —7)

Demostracion. Veamos que (—)* y (—). son inversos estrictos y por tanto exhiben un
isomorfismo de categorias. Basta verificar que ambas composiciones actian como la
identidad sobre objetos y sobre morfismos.

Composicion (—), o (—)*. Sobre objetos, para todo (7, j)-reticulo (L, m):

(L,m)*), = (L7, m),
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Sobre morfismos, sea f: (L, m;) — (Ly, m2) entonces

-

De modo que (—). o (—)* = Idgpi()

Composicién (—)* o (—),. Analogamente, para todo objeto y morfismo en BDL(—i, —j)
se verifica

de modo que (—)* o (=), = IdgpL(—s,—j)-

Por la definicién 1.4.10, estos hechos prueban el isomorfismo de categorias:

BDL(4, j) =~ BDL(—i, —)

2.2.2 Isomorfismo entre PS(i,j) y PS(—i, —7)

Del mismo modo en que hemos conectado la categoria BDL (%, j) con la categoria BDL(—i, —j),
en la presente seccion estableceremos la equivalencia entre las categorias PS(i,j) y
PS(—i,—j). Esto nos permite trasladar propiedades de (7, j)-espacios de Priestley a sus
correspondientes interpretaciones en el (—i, —j) espacio de Priestley isomorfo.

A continuacién, se establecera una asignacién (—)*: PS(i,j) — PS(—i,—j), que actia
sobre objetos y sobre morfismos de la siguiente manera:
Sobre objetos: Sea (X, 7, <, R) un (i, j)-espacio de Priestley, entonces

(X7 T, <7R)+ = (Xa T, <_17 R)

donde recordemos que <! representa el orden dual a <. Teniendo en cuenta que D(X)
denota la familia de clopens crecientes para el espacio (X, 7, <, R), escribiremos

D*(X) ={V < X :V es clopen y creciente de (X, 7, <, R)"}

para denotar a los clopens crecientes sobre el orden dual. Nétese que son los clopens
decrecientes sobre (X, 7, <, R).

Sobre flechas: Si (X, 7, <, R1) ¥ (Xo, 72, <o, R2) son dos (7, j) - espacios de Priestley y
f: X1 — X, es un morfismo de (i, j)-espacios de Priestley, entonces f* = f.

Lema 2.2.3. El par de asignaciones (X,<,7,R) — (X, <,7,R)Ty f — [*, establecen un
funtor (—)*: PS(i, j) — PS(—i,—7) covariante.

Demostracion. Nuevamente, para mostrar que (—)* es un funtor covariante, veamos
que cumple las propiedades de la Definicion 1.4.5:

1. Buena definicién sobre objetos

Vamos a comenzar comprobando que la asignacion de (—)*: PS(i,j) — PS(—i, —j)
sobre objetos esta bien definida. En efecto, sea (X,7,<,R) un (i,j)-espacio de
Priestley. Notemos que la estructura (X, 7, < ') también es un espacio de Priestley,
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ya que (X, <7!) es un conjunto parcialmente ordenado y (X, ) es un espacio com-
pacto. Consideremos ahora z,y € X con z <! y. Dado que (X, 7, <) es un espacio
de Priestley, existe un conjunto U € D(X) tal que

yeU y x¢U.

Consideremos el conjunto V' = U°. Es claro que V € D*(X). Ademas, = € V, y dado
que y € U, se tiene y ¢ V. Por lo tanto, (X, 7,<!) verifica la condicién de separacion
de Priestley y en consecuencia (X, 7,<™') es un espacio de Priestley.

Veamos ahora que R es una (—i, —j)-relacion, i.e, vamos a comprobar que:

(@) vV eD (X), [RH(V )| " e D (X)
Para todo V € D*(X) se tiene que
VeeDX)

y sabemos, puesto que R es una (i, j)-relacién que
. 1J
[ (v | e D)
Es facil ver que (V°)! = V' para todo i € {—1, 1}. Por lo que
R RVATL:
[Rr v | = [(Ren) | e ptx)

(b) Veamos ahora que si (z,y) ¢ R entonces existe V e D" (X)talquey e V 'y
R(z) n V™" = #. En efecto, comencemos asumiendo que (z,y) ¢ R. Dado que R
es una (i, j)-relacién, tenemos que 3U € D(X) tal que y € U' 'y R(z) n U’ = .
Consideremos V' = U¢. Es claro que V € D (X), V' = U’ y se cumple que

yeU =V iyRx)nU =Rx)nV ' =g

Se concluye que R es una (—i, —j)-relacién en el espacio (X, 7, <™'). Por lo tanto,
(X,7,<,R)* = (X, 7, <" R)

es un (—i, —j)-espacio de Priestley.

. Buena definicion sobre flechas

Veamos ahora que la asignacion f — f* sobre las flechas esta bien definida. Sean
(X1,71,<1, R1) y (X2, 72, <s, Ry) dos (i, j)-espacios espacios de Priestleyy f: X; — X,
un morfismo de (i, j)-espacios. Teniendo en cuenta que la aplicaciéon [ es continua
y creciente, se sigue que la aplicacién f: (X, 7, <;,R1)" — (X3, 7, <2, Ry)" es
también continua y creciente. Asimismo, dado que tanto el espacio (X, 7, <i, R;)"
como el espacio (X», 7y, <o, R2)" no alteran la relacién R, y R,, se sigue que f* es
una flecha en la categoria PS(—i — j).

. Preservacion de la identidad:

Sea Id(x -y <,rx): (X, 7, <, R) — (X, 7, <, R) la flecha identidad en PS(i, j). Por la
definicién de (—)* sobre flechas:

(Id(XvTX7<X:RX)>+ = Id(XvTXaé)(:RX) = IdX = Id(X,Tx,S)_(l,Rx) = Id(XvTX7SX7RX)+

ya que la identidad no altera el orden. De modo que (—)* envia identidades en
identidades.
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4. Preservacion de la composicion:

Sean f: (Xi,7, <1, R1) — (Xo, 72, <2, R2) ¥ 91 (X2, T2, <o, Rp) — (X3, 73,<3, [13) dos
morfismos en PS(i, 7). Entonces:

(92" =gof
=g of",
puesto que por definiciéon [t = fy gt =g.
Se sigue entonces que (—)": PS(7,j) — PS(—i, —j) es un funtor covariante. O
Observacion. Podemos definir el funtor
(=)+ © PS(—i,—j) — PS(i,])
mediante la misma “dualizacion” de orden que en (—)":
* Si (X, 7,<,R) es un objeto de PS(—i, —j), entonces
(X,7,<,R); := (X, 7, <"\, R).
* Si
o (Xy, 1, <0, By) = (Xo, 7o, <o, Ry)

es una flecha en PS(—i, —j), entonces
fv=1T

En el siguiente teorema mostraremos que las composiciones (—) o (=) y (=)"o(—)+
son las identidad correspondientes.

Teorema 2.2.4. La categoria PS(i, j) es isomorfa a PS(—i, —j).

Demostracion. Habiendo definido el funtor

mediante la dualizacién del orden y manteniendo la relacion R, vemos que esta con-
struccion solo exige que (i, j) € {—1,1}2, por lo que podemos reutilizar idéntica la misma
regla para (—i,—j) (de la misma manera que en la demostraciéon del teorema 2.2.2),
obteniendo

(=)+ : PS(=i,—j) = PS(=(=i), =(=j)) = PS(i, j)

puesto que —(—i) =iy —(—j) = j.

Para concluir que (—)* y (—), son inversos estrictos y exhiben un isomorfismo de
categorias, basta verificar que ambas composiciones son la identidad en objetos y en
morfismos.

Composicién (—), o(—)*. Sobre objetos, para todo (i, j)-espacio de Priestley (X, 7, <, R):
((X,T,g,R)+)+ = (X Ta\ R)Jr
1

= (X, 7 (<)L R)
(XT,\, )
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Sobre morfismos, sea f: (X1, 7, <1, R1) — (X2, 7, <o, Rs), puesto que en ambos funtores
la accion sobre flechas es la identidad, tenemos

(JH)Jr = f+
-/
Por lo tanto (=), o (=) = Idps( ).

Composicién (—)* o (—),. Analogamente, para todo objeto y morfismo en PS(—i, —j) se
verifica

de modo que (—)* o (=) = Idps(—i,—j)-

Por la definicién 1.4.10, hemos probado el isomorfismo de categorias:

O

Los resultados presentados en las secciones 2.2.1 y 2.2.2 nos permiten afirmar que
las categorias BDL (7, j) y PS(¢, j) son isomorfas a las categorias BDL(—i, —j) y PS(—i, —j),
respectivamente. Esta equivalencia sera de gran utilidad en el desarrollo del presente
capitulo, ya que nos permitira simplificar considerablemente las demostraciones de la
seccion siguiente, evitando el tratamiento redundante de multiples casos.

2.3 Dualidad de tipo Priestley para (i, j)-reticulos

El objetivo de la presente seccién sera establecer una dualidad topolégica entre la cat-
egoria de (i, j)-reticulos y la categoria de (i, j)-espacios de Priestley. Tal como lo hemos
mencionado sobre el final de la secciéon anterior, los isomorfismos establecidos nos per-
miten conectar los indices (7, 7) y (—i, —j). Por este motivo, las pruebas que haremos en
esta seccion se haran para los casos (1,1) y (—1,1).

Comenzaremos esta seccion estableciendo un lema que sera de gran utilidad a lo
largo del trabajo.

Lema 2.3.1. Sean m : L — L, m un operador normal de tipo (i, j) y sea P un filtro primo
de L. Entonces (m~t[P]°)’ es un i-ideal segun la definicién 1.5.20.

Demostracion: Como hemos dicho, probaremos en los casos (1,1) y (—1,1).

* Caso (1,1)

Sea m : L — L un operador normal de tipo (1,1) y P un filtro primo de L. Nuestro
objetivo es demostrar que

(m'[P]Y)" = m™'[P)° = {ae L:m(a) ¢ P}

es un 1-ideal, es decir, que es un ideal en L. En efecto:
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1. 0F e m~1[P]:
m(0%) = 0% ¢ P, ya que P es propio. Luego 0% € m~![P]°.
2. m~[P]¢ es decreciente
Siaem[P]°y b < a, entonces
b<a — m(b) < mla).
Sim(b) € P, como P es filtro, m(a) € P, lo cual es un absurdo. Luego m(b) ¢ P,
es decir b e m™![P].
3. Cerradura bajo v:
Para a,b e m™![P]¢,

m(a v b) = m(a) v m(b).

Si suponemos m(a) vim(b) € P, por primalidad de P uno de m(a) o m(b) estaria

en P, contradiccion. Por tanto

m(a v b) ¢ P = avbem[P]"

¢ Caso (—1,1):

Sea m : L — L un operador normal de tipo (—1,1) y sea P un filtro primo de L.
Queremos demostrar que

(m™'[P])

es un (—1)-ideal, es decir, un filtro en L:

1

=m '[P]°={ae L:ma)¢ P}

1. 1em YP]«
m(1%) = m(0%") = 0~ ¢ P ya que P es propio. Luego 1* € m [ P]-.
2. m™[P]° es creciente:

Sea a € m~![P]°, es decir, m(a) ¢ P,y seabe L tal que b <! a. Por la definicién
del orden dual, esto equivale a a < ben L, y en el reticulo dual se cumple

Supongamos, hacia una contradicciéon, que b ¢ m [P]¢, esto es, m(b) € P.
Como m es un operador normal de tipo (—1, 1), preserva la operacién v, de
modo que

m(a) = m(a v b) = m(a) vEm(b).

Si m(b) € P, entonces m(a) vt m(b) € P, y por lo tanto m(a) € P, lo cual

contradice a € m~![P]¢. Luego necesariamente m(b) ¢ P, es decir, b € m~![P]°.
Por lo tanto, m™![P]° es decreciente respecto de <!, o lo que es lo mismo,
creciente respecto del orden de L.

3. Cerradura bajo A:
Debemos probar que si a,b € m~![P]¢, entonces a Vi he m~[P]e.
Sean a,b € m™[P], esto es, m(a) ¢ Py m(b) ¢ P. Como m es de tipo (—1,1),
preserva la operacién v ', de manera que

m(a v b) = m(a) v m(b).
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Supongamos que m(a v ' b) € P. Entonces m(a) v m(b) € P, y como P

es un filtro primo, se sigue que m(a) € P o m(b) € P, en contradiccién con
a,b e m~![P]. Por lo tanto,

m(a VI b) ¢ P,

es decir,
—1 _
av® bem [P

Asi, m~![P]¢ es cerrado bajo v "', es decir bajo » en L.

Asi hemos probado que para ambos casos que (m ™! [P]C)j es un i-ideal. ]

2.3.1 El (i, j)-espacio de Priestley asociado a un (i, j)-reticulo dis-
tributivo

En esta parte del capitulo nos adentraremos en la construcciéon que asocia a cada reticulo
distributivo acotado con un operador normal de tipo (7, ), un (i, j) espacio de Priestley.
Lejos de ser un mero ejercicio de definicion, esta representacion sitia la estructura al-
gebraica en un universo topologico donde la compacidad y la separacion de clopens se
transforman en herramientas que nos permiten estudiar las propiedades de los oper-
adores normales de tipo (7, j). La atencién aqui se centra en como la dualidad clasica se
extiende al contexto de los operadores en cuestion.

Sea (L, m) un (i, j)-reticulo. Consideremos la estructura
X(L,m) := (X(L), 7, <, Rm),

donde (X (L), 7,<) es el espacio de Priestley asociado a L y R,, < X(L) x X(L) es una
relacion binaria definida de la siguiente manera:

(P,Q) € R, siysélosi Q" < m [P).
Lema 2.3.2. Si (L, m) un (i, j)-reticulo entonces X(IL,m) es un (i, j)-espacio de Priestley.

Demostracion: Teniendo en cuenta la dualidad de Priestley para reticulos distribu-
tivos acotados, sabemos que (X, 7, <) es un espacio de Priestley. Por lo tanto, sera sufi-
ciente comprobar que R,, es una (i, j)-relacion. Tal como lo hemos mencionado previa-
mente, haremos las demostraciones de los casos (1,1) y (—1, 1), respectivamente.

* Caso (1,1)
Veamos que R,, es una (1, 1)-relacion. Es decir, probaremos que
1. VU e D(X(L)) : [R,,}(UY)) = R} (U) e D(X(L))

Consideremos U € D(X(LL)). Sabemos, por la dualidad de Priesley del Capitulo
2, que U es de la forma U = oy,(a) para algin a € L. Vamos a comprobar que

R, [ov(a)] = ov(m(a)).

Sea P € R !(or(a)). Entonces R,,(P) noL(a) # &, por lo tanto existe Q € X' (L)
tal que (P,Q) € R,, y a € Q. Como (P,Q) € R, implica Q < m~![P], tenemos
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que a € Q < m [ P], es decir, m(a) € P. Por lo tanto, P € o1(m(a)).

Consideremos ahora P € op(m(a)), es decir que m(a) € P i.e., a € m™[P].
Teniendo en cuenta el Lema 2.3.1, se sigue que m [ P]¢ es un 1-ideal y ademés
notemos que

[a) nm ™ [P]° = &.

Por el Teorema del filtro primo (Teorema 1.5.13), existe @) € X' (L) tal que a €
Q y Qnm[P]°= . Esto ultimo es equivalente a decir que Q < m~![P].
En consecuencia (P,Q)) € R,, y a € Q; por lo tanto, Q) € o1.(a) y se sigue que
Pe R oy(a)).

2. Si(P,Q)¢ Ry= 3 eDWX(L):QelUi=UyRn(P)nU =0
Si (P,Q) ¢ R,,, entonces Q € m~![P]; es decir, existe a € Q con a ¢ m![P]. Sea
U= O']L(a).

Claramente, ) € o(a) = U. Supongamos, buscando una contradiccién, que
existe Z € R,,(P) n U. Entonces, Z € op(a) implica que a € Z y, dado que
Z < m~![P], se obtendria a € m™'[P], lo cual contradice nuestra suposicién.
Asi, se concluye que R,,(P) nU = &.

En consecuencia, se demuestra que R,, es una (1, 1)-relacién y
(XGL)u TL, &, Rm)

es un (1, 1)-espacio de Priestley.

* Caso (—1,1)

Analizaremos ahora el caso (—1,1). Veamos que R,, es una (—1,1)-relaciéon. Es
decir, probaremos que

1. YU e D(X(L)) : [R:NUDY = RN (US) e D(X(L))

Consideremos U € D(X(L)). Es decir, U = o1(a) para algin a € L. De igual
manera que en el caso anterior, bastara demostrar que

R Mow(a)®) = on(m(a))

Sea P € R, (o1(a)?). Entonces, R,,(P) n o.(a)° # &, por lo tanto, existe Q) €
X (L) tal que

(P,Q)e R, y Qeov(a)
es decir, a ¢ Qy (P,Q) € R,,. Por definicién de R,,, se sigue que Q° < m'[P].

De esta manera m(a) € P i.e., P € o.(m(a)).

Consideremos ahora P € op(m(a)), es decir, m(a) € P. Esto implica que
a € m~'[P]. Teniendo en cuenta el Lema 2.3.1, se sigue que m '[P]° es un
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i-ideal, i.e., es un filtro. Puesto que a ¢ m~1[P]¢, el decreciente generado por a,
denotado (a], no interseca a m~![P]; en otras palabras,

(a] nm™[P]° = &.
Por el teorema del filtro primo, existe un filtro primo @) € X(L) tal que
a¢Q y m[PI°cQ

Esto ultimo implica que Q¢ = m™![P]. Se sigue entonces que (P,Q) € R,, ¥,
ademas, a ¢ (); en otras palabras, ) € oy,(a). Por lo tanto,

Pe R, ow(a)%).
2. 81 (P,Q)¢R,=3UeDXL):QeU' =UyR,(P)nU*=

Supongamos ahora que (P, Q) ¢ R,,. Se sigue entonces que Q° & m ![P]; es
decir, existe a € Q° con a ¢ m'[P]. Sea U = o1(a). Notemos que Q € op(a) =
U°. Supongamos, buscando una contradicciéon, que existe Z € R,,(P) n U°.
Estos datos implican que

Zcm Pl y a¢Z

y por lo tanto se obtendria que a € m~'[P], lo cual contradice la suposicién que
teniamos de a ¢ m~![P]. Asi, se concluye que

Rn(P) AU = &.
Por lo tanto, R, es una (—1, 1)-relacién y, en consecuencia,
(X(L), 7, <, Rn)
es un (—1, 1)-espacio de Priestley.
[

Consideremos ahora (L;,m;) y (L, m2) dos objetos de la categoria BDL(i,j) y sea
f:(Ly,mq) — (Ly, my) una flecha en BDL(3, j). Por la dualidad de Priestley para reticulos
distributivos acotados, sabemos que la aplicacién X(f): X(L;) — X(L,) definida por
X(f)(P) = f'[P] es una funcién continua y mondétona entre los espacios de Priestley
duales a los reticulos. A continuacién, vamos a comprobar que es una flecha en la cate-
goria PS(i, j).

Lema 2.3.3. Sean (L,m)y (Ly, ms) dos (i, j)-reticulos y
[ (Lo, my) — (e, mo)
un homomorfismo de (i, j)-reticulos. Entonces la aplicacion
X(f) : (X(L2), 7ryy S, Riny) = (X (L), 71y, S Biny)
definida por X(f)(P) := f~![P], es un morfismo de (i, j)-espacio de Priestley.

Demostracion: Probaremos entonces que X(f) es un morfismo de (i, j)-espacios de
Priestley. Teniendo en cuenta los resultados ya probados en la dualidad de Priestley,
ya sabemos que X(f) es continuo y monétono. Nuevamente dividiremos la demostracién
en los casos (1,1) y (—1,1) y veremos el resto de las propiedades.
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¢ Caso (1,1)

Nos falta comprobar las siguientes condiciones:
1. Para cada P,Q € X (L), si (P,Q) € R,,, entonces (f'[P], f~'[Q]) € Ry,

Sean P,(Q € X(L,) tales que Q < m,'[P], vamos a comprobar que X(f)(Q) <
mit [f7[P]]ie., f7HQ] < m{* (f'[P]). Consideremos a € f~![Q], se sigue que
f(a) € Q. Por hipétesis, Q < m; '[P], de donde se sigue que f(a) € m;'[P] i.e.,
mo(f(a)) € P. Dado que f es una flecha en BDL(i, ), se sigue que ms(f(a)) =
f(my(a)), de donde se sigue que m;(a) € f~'[P]y por lo tanto, a € m;*[f~[P]],
como queriamos demostrar.

2. SiPeX(Ly), Ze X(Ly)y (fYP],Z) € R, entonces existe Q € X (L) tal que
(P.Q) € Ry y Z < f7H[Q]

Consideremos ahora P € X(LL,), Z € X(LL,) tales que (f"![P], Z) € R,,, se sigue
entonces que Z < m;'[f~'[P]]. De esto tltimo, tenemos que f(Z) < m;'[P].
Consideremos ahora el filtro generado por f[Z], F = F,"*(f[Z]). Vamos a
comprobar que
Frmy'[P]°=Q

En efecto, si a € F' nm,'[P]° entonces existe z € Z tal que f(z) < ay my(a) ¢ P.
Dado que ms es de tipo (1, 1), ma(f(2)) < ma(a) y por lo tanto, mo(f(z)) ¢ P.
Dado que f es flecha en BDL(i, j), se sigue que z ¢ m;'[f~*[P]], lo que resulta
en una contradiccion, ya que z € Z < m;'[f~}[P]]. Luego, por el teorema del
filtro primo, existe Q € X(L,) tal que F < Q y Q < m; '[P], lo que implica que

Z<c 7Rl vy Q€ Rp,(P)
Por lo que X(f) es una flecha de PS(1,1).
¢ Caso (—1,1)

Ahora la condicién Q° < m;'[P] se traduce en m;'[P] 2 Q7! = Q°, y la segunda
inclusién debe invertirse:

1. Y(P,Q) € Ry, = (f7'[P], f7'[Q]) € R,

La propiedad de preservacion de la relacion se prueba de la misma manera
que para el caso (1, 1), ya que no depende de 1.

2. V(f7U[P],Z) € R, = IQ € X(L2) : Q € Ry (P) y Z 2 f7H[Q]

Por definicién de R,,,, la condicién (f~'[P], Z) € R,,, equivalea Z¢ < m; ' (f~'[P]).
Al aplicar la flecha f obtenemos f(Z¢) < m,'[P]. Sea ahora el ideal generado
por f[Z¢], I = I,"* (f[Z°]) Supongamos, para llegar a contradiccién, que ex-
iste a € I n m;'[P]°. Entonces hay z € Z¢ con f(z) < a 'y ademads my(a) ¢ P.
Como m, es monétono, se cumple mo(f(z)) < ms(a) ¢ P. Pero la conmuta-
tividad f o m; = my o f implica f(mi(2)) = m2(f(2)) ¢ P, lo que significa
my(z) ¢ f~![P], en contradiccién con z € Z¢ < m; '[f~![P]]. De ello se sigue

Inmy' [Pl =g

Como P es primo, existe entonces un filtro primo ) < L, que contiene a
m, '[P]¢ y es disjunto de I. Puesto que f(Z¢) < I < Q, tenemos Z¢ < f~[Q]
y por lo tanto f~'[Q] = Z. Finalmente, Q° < m;'[P] da (P,Q) € R,,,, como
queriamos.
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]

Asihemos comprobado que a todo (7, j)-reticulo corresponde un (i, j)-espacio de Priest-
ley de manera natural, utilizando ni mas ni menos que una extension del funtor X de la
dualidad de Priestley original.

2.3.2 El (i, j)-reticulo distributivo asociado a un (i, j)-espacio de
Priestley

Pasamos ahora al sentido inverso: asociar un (i, j)-reticulo distributivo a un (i, j)-espacio
de Priestley. Esta construccion extrae del espacio su reticulo de clopens crecientes y
define sobre él un operador normal de tipo (i, j) que refleja la accién de la relacién. De
este modo, hacemos visible la correspondencia que sustentara la dualidad.

Sea (X, 7,<, R) un (i, j)-espacio de Priestley. Consideremos la estructura

Q(X> = (D(X)7 n,Y,mg, gaX)a
donde

* (D(X),n,u,d, X) es el reticulo distributivo acotado dado por los clopens crecientes
de (X, 7, <).

* mp es un operador unario sobre D(X) definido por
mgp(U) .= R™Y(U"Y
Lema 2.3.4. Si (X, 7,<,R) es un (i,j)-espacio de Priestley entonces ©(X) es un (i,j)-
reticulo.

Demostracion: Mostraremos, nuevamente en dos casos, que ©(X) es un (i, j)-reticulo.
Es claro que (D(X), n,u, &, X) es un reticulo distributivo acotado, por lo que debemos
ver que mp(U) es de tipo (i, j). Es decir que para todo (i, ) € {—1,1}2, lo que se busca es
que nos quede un operador

mp: D(X)" - D(X)

que sea un v-homomorfismo, de acuerdo a la Observacion 2.1.2. Es decir, debemos
probar que satisface lo siguiente:

1. mp ((200) = 0P

2. mp(A VX' B) = mp(A) v®X mp(B)

¢ Caso (1,1)

Debemos probar que mp es de tipo (1,1). Recordemos que 0°*) = iy A vo) B =
A u B. Es decir que las condiciones se traducen en:

mp(J) ={r: Rx)n & # T} = &
2. VA, BeD(X):mr(A U B) =mg(A) umg(B)

mr(Au B) ={z:R(x)n (Au B) # J}
={z:Rxz)nA#J}u{r: R(x)n B # J}
= mg(A) U mg(B).
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Por lo tanto, (D(X),n,u, &, X,mg) es un (1, 1)-reticulo.
¢ Caso (—1,1)
Veamos que my es de tipo (—1,1). Recordemos que 0°X)" = X y 4 V2™ B —
A n B. Es decir que las condiciones se traducen en:
mp(X) ={z: R(z) n X # &}
={x:R(x)n &+ J}
=
2. VA, BeD(X) :mr(An B) =mg(A) umg(B)
mr(An B)={z: R(zx)n (An B)°# J}
={z: R(x) n (AU B°) # &}
={z: R(z) n A°# &} u {x: R(x) n B # &}
) v mp(B).
Luego (D(X), n,u, , X, mg) es un (—1, 1)-reticulo.

= mR(A U

]

Sea f : (Xy,7,<1, R1) — (Xg, 7, <2, R2) un morfismo de (i, j)-espacios de Priestley.
Definimos la aplicacion

Q(f) : (D(XQ)a m, Uy@aX%mRz) - (D(Xl)v m, U)@aXlamR1)7
donde D(f)(U) := f~![U] para cada U € D(Xy).

Lema 2.3.5. Si f : (X1,71,<1, R1) — (X2, 72, <o, R2) es una flecha en PS(i, j) entonces la
aplicacion D(f): D(X3) — D(X,) es una flecha en BDL(1, j).

Demostracion: Otra vez, veamos para ambos casos que D(f) es un morfismo de (i, j)-
reticulos. Puesto que se encuentra definido igual que en la dualidad de Priestley, D(f) es
un morfismo de reticulos distributivos acotados. Veamos que conmuta con los operadores
mg. Sea U € D(Y'). Debemos probar que

D(g9)(ms(U)) = mr(D(g)(U)),
es decir
9~ [ms(U)] = mr(g~'[U]).
Procedemos a demostrar la doble contencion.
e Caso (1,1):

<) Siz € g'[mg(U)], entonces g(z) € mg(U), esto es S(g(z)) n U # . Luego
existe z € U con (g(z), z) € S. Como g es morfismo de espacios, existe y € X tal
que (z, ) € Ry z < g(y). Pero z € U y U es creciente, asi g(y) € U y por tanto
y e R(z)n [ | # . Hemos probado que

T € mR(g_l[U]).
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2) Siz € mg(g'[U]), entonces existe y € X con (z,y) € Ry g(y) € U. Por ho-
momorfismo (g(x),g(y)) € S, asi S(g(x)) nU # &y g(x) € mg(U). Luego
xe g mg(U)].

¢ Caso (—1,1):

Recordemos que en este caso
mg(U) ={x:S(x)nU*# &}, mgr(V)={z:R(x)nV+#J}.

<) Siz e g '[ms(U)], entonces S(g(z)) nU° # &, y existe z € U° con (g(x), z) € S.
Por ser g morfismo, existe y € X con (z,y) € Ry g(y) < z. Como z € U¢y U es
decreciente, g(y) € U¢, luego y € R(x) n g ' [U]¢ # &y v € mr(g~[U]).

2) Siz € mg(g'[U]), entonces existe y € X con (z,y) € Ry g(y) ¢ U. Por ho-
momorfismo (g(z),g(y)) € S, asi S(g(x)) nU¢ # &y g(x) € ms(U). Luego
xe g ms(U)].

En ambos casos se cumple g '[ms(U)] = mgr(¢[U]), por lo que D(g) es homomor-
fismo de (i, j)-reticulos. O

Al terminar vemos que tenemos a disposicion un procedimiento sistematico para
obtener (i, j)-reticulos a partir de (i, j)-espacios de Priestley y lo mismo con sus respec-
tivos morfismos.

2.3.3 La dualidad

Con ambos funtores —de (i, j)-reticulos a (7, j)-espacios de Priestley y viceversa— cor-
rectamente definidos en objetos y en flechas, estamos listos para articular la dualidad.
Aqui presentamos las transformaciones naturales que enlazan los funtores compuestos
con la identidad, un paso crucial cuya validez garantiza la equivalencia completa entre
las categorias algebraica y topologica. Esta seccion no repite las construcciones previas,
sino que las culmina mostrando su compatibilidad global.

Recordemos que, segun la Definiciéon 1.4.7, una transformacion natural 0: F = G
entre dos funtores I, G: C — D es una asignacion que a cada objeto X de C le asocia un
morfismo

Ox: F(X) — G(X),

y que satisface que para todo morfismo f: X — Y en C se cumple
G(f)obx = Oy o F(f).

En particular, recordemos que 7: F' = G forma parte de un isomorfismo natural si
para cada objeto A de A, la flecha 74 es un isomorfismo en B. Asi, dado (L, m) un objeto
de la categoria BDL (3, j), vamos a comprobar que la aplicaciéon de Stone

o: L - (®oX)(L),

definida por op(a) = {P € X(L): a € P} es un isomorfismo natural entre los funtores
covariantes Idgpy(; j) y DoX, de la misma manera que en la dualidad de Priestley original.

Lema 2.3.6. Para todo (i, j)-reticulo (L., m), la aplicacion op,: L — (D o X)(L) es un iso-
morfismo natural en BDL(i, j).
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Demostracion. Para todo (i, j)-reticulo (L, m), aplicando el funtor X obtenemos
X(L,m) = (X(L),7,<, Rn)

El Lema 2.3.2 nos garantiza que X(IL, m) es un (7, j)-espacio de Priestley, y el Lema 2.3.3
que el funtor X respeta morfismos. Aplicando el funtor © obtenemos

CD(%GLW m)) = (D<X(L))7 M, U, @7 X(L>’ mRm)

y los lemas 2.3.4 y 2.3.5 nos aseguran que este ultimo es un (i, j)-reticulo y que el funtor
® respeta morfismos.

Por la dualidad de Priestley, sabemos que para cada reticulo distributivo acotado
L, la funcion de Stone oy, es un isomorfismo de reticulos. Para mostrar que o, es un
isomorfismo en BDL(i, j) bastara con probar que conmuta con los operadores, es decir,

o(m(a)) = mg, (o(a)).

Sin embargo, en el Lema 2.3.2 hemos comprobado que para cada U = oy (a), se da la
igualdad

oL(m(a) = R, (ou(a)’)’ = ma,,(01(a))
Por lo tanto, oy, resulta un isomorfismo en BDL(7,j). La naturalidad se sigue de la
probada en la dualidad de Priestley original. El siguiente diagrama muestra la com-
patibilidad natural de oy, con los funtores:

(L, v, A,0,1,m) X > (X(L), 7, <, Ryy)

(DX (W), v, n, F, X(L), mg,,)
]

Recordemos que, para la dualidad de tipo Priestley para reticulos distributivos aco-
tados, existe un isomorfismo natural e: Idps(; ;) = X o ® definido de la siguiente manera:
para cada (X, 7, <) objeto en PS, la aplicaciéon ex: X — (X 0 ®)(X), definida por

ex(z) ={U e D(X): ze U}

es un isomorfismo en PS. Nuestro objetivo sera comprobar que, para cada (i, j)-espacio,
la aplicacion ex es un isomorfismo en PS(i, j) y, en consecuencia, €: Idps; j) = (X 0 D) es
un isomorfismo natural.

Lema 2.3.7. Para todo (X, 1, <, R) objeto de PS(i, j), la aplicacién ex es un isomorfismo
natural en PS(i, j).

Demostracion: Para todo (i, j)-espacio de Priestley (X, 7, <, R), si aplicamos el funtor
D obtenemos la estructura

D(X) = (D(X),n,u, T, X, mpg).

Los lemas 2.3.4 y 2.3.5 nos aseguran que este ultimo es un (i, j)-reticulo y que el funtor
© respeta morfismos. Luego, aplicando el funtor X obtenemos

X(D(X)) = (X(D(X)), To(x), S, Rmg)



50 CAPITULO 2. DUALIDAD TIPO PRIESTLEY PARA (i, j)-RETICULOS
El lema 2.3.2 nos garantiza que se trata de un (i, j)-espacio de Priestley, y el lema 2.3.3
que el funtor X respeta morfismos. Teniendo en cuenta que la aplicacion

ex : X —> X(D(X))
ex(z) ={UeD(X):xeU}

es un isomorfismo natural de espacios de Priestley, comprobaremos ademas que es una
flecha en PS(i, j), o lo que es equivalente, preserva la estructura de relaciéon R, es decir
que

(2,9) € R < (ex(x),ex(9)) € R
Probaremos esta doble implicacién para los casos (1,1) y (—1,1).
* Caso (1,1)
=) Sea (z,y) € R, queremos ver que (cx(z),ex(y)) € R,.,,, que es lo mismo que
ex () € my'fex(@)F
Sea U € ex(y) arbitrario. Entonces y € U, y puesto que (z,y) € R

R)nU# & = ze R YU)
— R Y (U)eex(z)

— mR(U) € €X(.1’)
Por lo que U € mj'[ex ()], lo que nos dice que ex(y) S my'[ex(x)] y por lo tanto
(ex(2),ex(y)) € B,

<) Sea (ex(x),ex(y)) € R, queremos ver que (z,y) € R. Probaremos la contrar-
reciproca. Supongamos que (z,y) ¢ R. Por la condicién de separacion de la
definicién de (i, j)-relacion, existe un U € D(X) talquey e Uy R(x) n U = (.
Esto implica que

Ueex(y) vy ¢ RU)=mg(U)

Asi mp(U) ¢ ex(z) y por lo tanto U ¢ my'[ex(x)], pero si U € ex(y). De esta
manera cx(y) & my'[ex(z)] por lo que

(ex(2),ex(y)) ¢ Rimg
¢ Caso (—1,1)
=) Supongamos (z,y) € R. queremos ver que (¢x(x),ex(y)) € Rm,, que es lo mismo que
ex(y)® € my'lex(v)]
Sea U € ex(y)¢ arbitrario. Entonces y ¢ U, y puesto que (x,y) € R

Rxz)nU°# @ — xe R (U
— R YU eex()

— mR(U) S SX(l')
Por lo que U € mj'[ex ()], lo que nos dice que cx(y)¢ < my'[ex(z)] y por lo tanto

(5X(I>7 5X(y)) € RmR
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<) Supongamos (¢x(z),ex(y)) € Ry, es decir

ex(v)” = my'[ex(w)]

Queremos ver que (z,y) € R. Probaremos la contrarreciproca. Supongamos que
(z,y) ¢ R. Entonces existe U € D(X) tal que

yelU® vy Rx)nU= (.

Asi tenemos que y ¢ U, es decir, U € ex(y)°. Por otro lado, R(x) n U° = & implica
que z ¢ R~1(U°), es decir, U ¢ my'[ex(z)]. Por lo que

ex(y)° € my'[ex(2)]
Se concluye que

(z,9) € R < (ex(2),x(y)) € R

y €x es un isomorfismo de (i, j)-espacios de Priestley. La naturalidad se sigue de la
probada en la dualidad de Priestley original. En el siguiente diagrama podemos ver la
compatibilidad natural de £y con los funtores:

(X>T7 <7R> % (D(X)7 Y, ﬁ,@,X, mR)

]

Teorema 2.3.8. La categoria BDL(i, j) es dual a PS(i, j). Es decir, existe una equivalen-
cia:
BDL(4, )% =~ PS(3, j)

Demostracion. Por los lemas 2.3.6 y 2.3.7 las transformaciones naturales
or : IdepLiij) = (Do X) ¥y e:ldesiy) = (XoD)
son isomorfismos. Luego por la Definicion 1.4.9 los funtores
X :BDL(i,j) — PS(i,/)® 'y @ :PS(i,j) — BDL(i, )%

son una equivalencia dual de las categorias de (i, j)-reticulos y (i, j)-espacios de Priestley.
[

De esta manera hemos probado la dualidad para los casos:

X
BDL(1,1) = PS(1, 1)
D

X
BDL(—1,1) = PS(—1,1)
D
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Sin embargo, utilizando las equivalencias probadas en la secciéon anterior tenemos las
cadenas de equivalencias

*

- x (=)
BDL(—1,—1) 5( ) ’ BDL(1,1) . - ’ PS(1, 1) é( ) > PS(—1, 1)
—)% —)+

-t D (=)*
PS(1,—-1)°P —>§ PS(—1,1) —>§ BDL(—1,1) —>§ BDL(1, —1)
=)+ x (=)=

Con lo cual hemos probado lo siguiente:
Corolario 2.3.9. Para todo (i,j) € {1,—1}* las categorias BDL(i,j) y PS(i,j) son dual-

mente equivalentes, es decir
BDL(i, j)° =~ PS(i, 5).



Capitulo 3

Extension canonica

La teoria de extensiones canénicas surgié a finales del siglo XX en el estudio de du-
alidades algebraico-topolédgicas, cuando investigadores como Jonsson, Tarski, Gehrke y
Harding observaron que el paso directo del algebra —por ejemplo, reticulos distribu-
tivos con operadores— a un contexto topolégico implicaba a menudo construcciones ad
hoc para relacionar operaciones algebraicas con relaciones en el espacio dual. En partic-
ular, para operadores modales o normales, la relacion que hemos utilizado en la dualidad
de tipo Priestley desarrollada en el Capitulo 2 de este trabajo para la interpretacion de
dichos operadores, se construyen de manera aparentemente diferente en cada caso, sin
seguir una construccion unificada desde la estructura algebraica original.

Teniendo en cuenta este problema, surge naturalmente la siguiente pregunta: ;Ex-
iste alguna manera estandar de establecer este tipo de relaciones binarias?. La extension
canédnica de un reticulo distributivo acotado, introducida originalmente por Jénsson y
Tarski en el contexto de algebras booleanas con operadores y posteriormente general-
izada a reticulos por Gehrke y Harding [7], ofrece una respuesta elegante a este prob-
lema.

En este capitulo, estudiaremos la construccion formal de la o-extension de un reticulo
distributivo acotado y sus propiedades universales. Asimismo, estudiaremos la manera
de extender operadores unarios mediante dichas extensiones. En particular, buscare-
mos establecer conexiones entre las extensiones canénicas para operadores unarios y la
dualidad tipo Priestley ya determinada en este trabajo.

3.1 Definiciones elementales

En la presente seccion, introduciremos la notacién y las nociones elementales nece-
sarias para la construccion de la extension canénica para reticulos distributivos aco-
tados. El objetivo de dicha construccion algebraica es inyectar un reticulo distributivo
acotado dado dentro de un reticulo completo. En particular, dicha construccién puede
especializarse hacia algebras con un lenguaje mas complejo, especializando de manera
adecuada dicha construccion.

Comenzaremos esta seccion definiendo lo que, en este trabajo, entenderemos como
extension algebraica, nocién que es central en diversas areas de la matematica, ya que
permite ampliar la estructura de un objeto algebraico manteniendo sus propiedades es-
enciales .

Definicion 3.1.1. Sea A = (A, F) un dlgebra de tipo F. Una extension algebraica de A

53
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es un par (B, ), donde B es un dlgebra de tipo F y
t1:A— B
es un homomorfismo inyectivo.

Teniendo en cuenta esta nocién de extension algebraica, buscaremos establecer ex-
tensiones algebraicas para reticulos distributivos acotados. En particular, dado L =
(L, A,v,0,1) un reticulo distributivo acotado, buscaremos establecer un par (L‘S, L) 1
donde : es un homomorfismo inyectivo y ademds I.° es un reticulo que satisface ciertas

propiedades que mencionaremos a continuacion.

Definicion 3.1.2. Sea L un reticulo. Diremos que L. es completo si para todo subconjunto
S < L, las operaciones de supremo arbitrario \/ S e infimo arbitrario /\ S estdn definidas
en L.

Es claro que todo reticulo finito resulta un reticulo completo. Sin embargo, no todo
reticulo resulta completo como se muestra en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 4. Dado (X, 1) un espacio topolégico. El dlgebra (O(X), n, v, S, X), cuyo uni-
verso son los conjuntos abiertos de (X,7) vy las operaciones n y v estdn determinadas
por la interseccién y la unién de conjuntos respectivamente, es un reticulo distributivo
acotado. Sin embargo, no es completo. Ya que la interseccion arbitraria de conjuntos
abiertos, no necesariamente es un abierto.

Definicion 3.1.3. Sea L un reticulo completo. Un elemento c € L se dice compacto alge-
braico si para toda familia S < L que verifique

CZ\/S,

existe un subconjunto finito Sy < S tal que

c= \/SO.

Denotamos por KC(L) al conjunto de elementos compactos algebraicos de L.
Andlogamente, un elemento d € L se dice co-compacto algebraico (o compacto algebraico
en el orden dual) si para toda familia T < L que verifique

d= AT,

existe un subconjunto finito Ty < T tal que

d= A\T.

Denotamos por K(IL™1) al conjunto de elementos co-compactos algebraicos de L (es decir,
los compactos algebraicos de L.71).

En otras palabras: (L) son los elementos que son finitamente generados por v y
K(L~') son los elementos que son finitamente generados por A.

1Si no hay ambigiiedad, escribiremos L° en lugar de (L°, )
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Definicion 3.1.4. Sea L un reticulo completo y S < L un subconjunto. Diremos que S es
v-denso en L si para todo u € L se cumple:

u = \/{seS:sgu}.

Es decir, cada elemento de L es el supremo de todos los elementos de S que estdn por
debajo de él. Dualmente, diremos que S es n-denso en L si para todo u € L se cumple:

u = /\{SGS:ués}.

Es decir, cada elemento de LL es el infimo de todos los elementos de S que estdn por encima

de él.

Definicion 3.1.5. Un reticulo 1L se dice algebraico si es completo y para todo elemento

x € L se tiene
r = \/{celC(L):céx},

esto es, el conjunto K (L) de elementos compactos algebraicos es v-denso en L.

1

Definicion 3.1.6. Dualmente, diremos que 1L es dualmente algebraico si L' es alge-

braico, es decir que para todo x € L:

v=\/ _{deKL"):d<i )
- /\L{de}C(L_l) cd>p )
En otras palabras, los co-compactos algebraicos K(L™!) son A-densos en L.

Definicion 3.1.7. Diremos que L es doblemente algebraico si tanto I. como su reticulo
dual I.-! son algebraicos.

Definicion 3.1.8. Sea L un reticulo completo. Se dice que un elemento u € L, con u # 0,
es completamente v-irreducible si para toda familia S < L se cumple que

u=\/5’ = dse S:s=u

Denotamos por J*(L) al conjunto de todos los elementos completamente \-irreducibles
de L.

Lema 3.1.9. Sea L un reticulo completo. Entonces,
J* (L) < KL).

Demostracion: Sea u e J%(L). Supongamos que existe una familia S < L tal que

u:\/S.

Por la definicién de completamente v-irreducible, de la igualdad anterior se deduce que
existe s € S con s = u. Tomando el subconjunto finito Sy = {u} obtenemos

u = \/S(),

por lo que u € K(L). Dado que la eleccién de v € J*(LL) fue arbitraria, concluimos que
J*(L) < K(L). O
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Definicion 3.1.10. Sea L un reticulo completo. Se dice que un elemento v € L, con v # 1,
es completamente A-irreducible si para toda familia S < L se cumple que

11:/\5 —dseS:s=w

Denotamos por M*(LL) al conjunto de todos los elementos completamente ~-irreducibles
de L.

Lema 3.1.11. Sea L un reticulo completo. Entonces
M*(L) < K@IL™).
Es decir, todo elemento completamente A-irreducible es co-compacto algebraico.

Demostracion: Sea v e M* (L) y supongamos que existe una familia S < L tal que

vz/\S

Por la definicion de completamente A-irreducible, la igualdad anterior implica que existe
algtin s € S con s = v. Entonces el subconjunto finito Sy = {v} satisface

UZ/\SO

y asi v es compacto algebraico en L7, lo que demuestra la inclusion. O

Definiciéon 3.1.12. Sea ¢ : L; — L, un homomorfismo inyectivo de reticulos, donde 1L,
es completo. Diremos que e[ L] es separante en L., si para todo u € J*(ILy) y para todo
ve M*®(Ly) con v < u, existe un elemento a € L, tal que

v <e(a) <u.

Definicion 3.1.13. Sea ¢ : L; — L, un homomorfismo inyectivo de reticulos, donde 1L,
es completo. Decimos que ¢[L,]| es compacto en L, si para cualesquiera X,Y < Li que

verifiquen
A edX] <\, elv)

existen subconjuntos finitos F < X y G € Y tales que

AL eF) = AN F) </, 6) =\ ea

Con las nociones introducidas a lo largo de este capitulo vamos a definir lo que, a lo
largo de este trabajo, vamos a entender como extension canénica.

Definicion 3.1.14. Sea L un reticulo distributivo acotado. Una extensién (I, ¢) de L se
dird extension canonica si verifica las siguientes condiciones:

1. 19 es completo y doblemente algebraico.
2. e|L] es separante en 1.°.
3. e[L] es compacto en L°.

El siguiente resultado sobre extensiones candnicas es de gran interés en este trabajo.
En particular, afirma que una extension canénica es esencialmente unica, es decir, es
Unica salvo isomorfismos. Esto nos permite entonces hablar esencialmente de una tnica
extension canodnica para un reticulo distributivo acotado dado (ver [7, Proposicién 2.7]).
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Teorema 3.1.15. Sea LL un reticulo distributivo acotado y supongamos que
er: L — LS, eg: L — L3

son dos extensiones canonicas de L. Entonces existe un tinico isomorfismo de reticulos
completos

~

TR
tal que v o e, = e.

Definicion 3.1.16. Sea L un reticulo distributivo acotado y (IL°, ¢) su extensién candnica.
Diremos que un elemento x € I.° es un abierto algebraico si existe un conjunto S < L tal

que
xr = \/U{e(a) ca€ S}
Denotamos por O(IL?) al conjunto de todos los elementos abiertos algebraicos de .°.

Definicién 3.1.17. Andlogamente, diremos que un elemento x € L.’ es un cerrado alge-
braico si existe un conjunto T’ < L tal que

v =\ {e):beT}

Denotamos por C(IL°) al conjunto de todos los elementos cerrados algebraicos de 1.°.

Lema 3.1.18. Sea L un reticulo distributivo acotado y (I.°, ¢) su extensién canénica. En-
tonces, todo cerrado algebraico de I.° es un abierto algebraico de (IL°)~!. En consecuencia,

C(L%) = Oo((L)™).
Demostracion: Sea C e C(L°). Por definicién, existe un conjunto 7 < L tal que

C = Ndle):beT}.

Al considerar C' como elemento de (I°)~!, la operacién A\;; se interpreta como V (Loy-1-

Por lo tanto,
C = \/{e):beT},
(

L&)fl

y por definicién esto muestra que C es un abierto algebraico de (I.°)~!. La igualdad entre
ambas familias de conjuntos se sigue inmediatamente. O

Proposicién 3.1.19. Sean LL un reticulo distributivo acotadoy (I, ¢) su extensién canénica.

Entonces
e[L] = O n C(L).

Es decir, un elemento de 1L? proviene de L si y sélo si es simultdneamente abierto alge-
braico y cerrado algebraico.

Demostracion: Probaremos la doble inclusion.

* (©) Siace€ L entonces

e(a) = \/ de(@},  ela) = A\ {e(@)},

asi que e(a) es a la vez abierto y cerrado algebraico.
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* (2) Sea x e O(L%) n C(L?%). Entonces existen A, B < L tales que

r = \/Lé{e(a) ca€ A} y r = /\Lé{e(b) :be B}.

De estas igualdades se obtiene la desigualdad
A elBl < \/,, elAl

Como (L%, ¢) es una extensién canénica, la imagen e[ L] es compacta en .’ y existen
subconjuntos finitos /' < By G < A tales que

N\ e :be FY < \/ {ela):ae Gl

Como ¢ es homomorfismo de reticulos, las operaciones finitas conmutan con e, luego
e(/\b) < 6(\/&).
beF aeG

La inyectividad de e implica en L. que

Ab < Ve (1))

beF aeG

Por la eleccion de F, G y las expresiones de x como infimo y supremo:

r < e(/\b) y e(\/a)éx.

beF aeG
Combinando estas desigualdades con la desigualdad (1) se obtiene
r < e(/\b) < e(\/a) <
beF aeG

de donde sigue la igualdad

aeG
Por tanto x € ¢[L], y hemos mostrado O(L?) n C(IL%) < e[L].

Asi, la afirmacion se sigue. O

En adelante, teniendo en cuenta el Teorema 3.1.15, hablaremos de la extension
canénica entendiendo que es esencialmente tnica. Adem4s, escribiremos L’ para in-
dicar la extension candnica en lugar de (L’, ¢).

Quedan ahora si dadas las herramientas algebraicas necesarias para definir una
extension candnica particular, la o-extension de L, cuya construccion y propiedades de-
mostraremos en la siguiente seccion.

3.2 La extension canonica para reticulos distributivos
acotados
Tal como hemos mencionado en la seccién anterior, para cada reticulo IL, la extension

canonica es esencialmente dnica i.e., todas las construcciones algebraicas que extiendan
canonicamente a L, en el sentido de la Definicién 3.1.14, son isomorfas. En particular, en
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la presente seccion, vamos a construir la extension candnica en la cual nos centraremos
en este trabajo, entendiendo que cualquier otra construccion sera isomorfa a la que
presentada. La misma, esta basada en la aplicacion de Stone:

oL: L — (D(X(L)), u, n, &, X(L))

Recordemos que, por los resultados obtenidos en la dualidad de Priestley, si . es un
reticulo distributivo acotado entonces la aplicacion de Stone es un isomorfismo de reticulos
distributivos acotados. En particular, puede verse como un homomorfismo inyectivo de
reticulos sobre el reticulo

UP(X(L)) = (Up(X(L)), v, n, &, X(L))

ya que todo clopen creciente es claramente creciente. Mas atun, UP(X(LL)) es un reticulo
completo y por lo tanto, es un candidato natural a ser una extension canénica.

El objetivo de este apartado sera comprobar que el par (UP(X (L)), o1) es, en efecto,
una extension que extiende candénicamente a L y, por lo tanto, la entenderemos como
la extension canodnica para L. Previo a este resultado, probaremos una serie de lemas
que nos seran utiles para caracterizan a los elementos completamente v-irreducibles y
completamente A-irreducibles de UP(X/(L)).

Lema 3.2.1. En el reticulo completo UP(X (L)), los elementos completamente v -irreducibles
son exactamente los crecientes principales:

J*(UP(X(L))) = {[P): PeX(L)}.
Demostracion: Probaremos la doble contencién:

* (©)Sea U e J*(UP(X(L))). Como U es creciente,

v =0,

QeU

puesto que, para todo @) € U se tiene que [()) < U. Por la completa v-irreducibilidad
de U, esta union sélo es posible si existe @ € U tal que U = [Q).

* (2) Sea P € X(L). Supongamos

[P) = (JUi conU;e UP(X(L)).

iel

Como P € [P), existe iy, con P € U,;,. Al ser U,, creciente y contener a P, se tiene
[P) < U,,. Por la igualdad de uniones, también U;, < [P), luego U;, = [P). Esto
prueba que [P) es completamente v-irreducible.

]

Lema 3.2.2. En el reticulo completo UP(X (L)), los elementos completamente ~-irreducibles
son exactamente los complementos de decrecientes principales. Es decir,

M*(UP(X (L)) = {(P]°: PeX(L)}.

Demostracion: Probaremos la doble contencién:
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* (©) Sea Ve M*(UP(X(L))). Como V es creciente, para cada Q ¢ V el conjunto
decreciente (@] es disjunto de V, y se cumple la representacién

V=@
Q¢V
Por la completa A-irreducibilidad de V, existe P ¢ V' tal que V = (P]“.
(2) Sea P € X(LL) y definamos V' := (P]¢ = (P]°. Supongamos que

V=0  UeUPXL)).

el

Como P ¢V, se tiene
peve—(Nu:) =Yur,
el el
por lo que existe iy € I tal que P € U, es decir, P ¢ U;,. Vamos a comprobar que

V = U,,, o lo que es lo mismo, que (P]¢ = Uj,.

- Uio = (P]c
Sea @ € U;,. Si Q € (P], entonces (Q < P. Dado que U;, es creciente, de Q) € U;,
y @ < P se seguiria P € U,,, contradiccién con P ¢ U, . Por lo tanto, Q) ¢ (P], es

decir,
Q € (P]°.
Asi,
Uio - (P]C
- (P]c c Uio
Sea @ € (P]°. Entonces @ ¢ (P]; en particular, Q € V = "),_, U;. Por tanto,
Q € Uio-
Asi,
(Pl° < U,
De (1) y (2) obtenemos la igualdad
(P]C = U,

Por lo tanto, (P]° es completamente A-irreducible.

Por lo que queda probada la doble inclusion O

Observacion 3.2.3. De las demostraciones de los lemas 3.2.1 y 3.2.2 obtenemos las de-
scomposiciones canonicas siguientes para todo U € UP(X(L)):

U= \{IP):PecU}, U= /N\{@QI:Q¢U}

Se sigue entonces que el conjunto J*(UP(X(L))) = {[P) : P € X(L)} es v-denso. Dual-
mente, M* (UP(X(L))) = {(P]° : Pe X(L)} es n-denso.

Lema 3.2.4. Sea L un reticulo completoy S < T < L. Si S es v-denso en I, entonces
también T es v-denso en L. De manera dual, si S es ~n-denso en L, entonces también lo
esT.
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Demostracion: Supongamos que S es v-denso. Entonces, para todo u € L,

u = \/{seS:séu}.

Pero como {se S:s<u} < {teT:t<u}, por monotonia del operador \/ se tiene

\/{teT:téu} > \/{seS:séu} = u.
Por otra parte, todos los elementos de {t € T': ¢ < u} son menores o iguales a u, luego
\/{teT:tgu} < u.
De ambas desigualdades concluimos

uw=\/{teT:t<u}.

Asi T es v-denso en L. El caso dual se prueba de manera analoga. ]
Ahora si, procedemos con la extension canénica:

Teorema 3.2.5. Sea L un reticulo distributivo acotado. Entonces, el par (UP(X (L)), ov),
donde
UP(X(L)) = (Up(X (L)), n, v, X(L), F),

y or es la aplicacion de Stone definida por

op: L — UP(X(L))
op(a) ={PeX(L):ae P},

extiende candénicamente a L.

Demostracion: Ya se observé que UP(X (L)) es un reticulo completo. Mostraremos en-
tonces que el par (UP(X (L)), oL) verifica las tres condiciones de la definicién 3.1.14.

1. Doblemente algebraico.

Teniendo en cuenta la observacion 3.2.3, los elementos completamente v-irreducibles

son v-densos y los completamente A-irreducibles son A-densos. Ademas, por Teo-

rema 3.1.9 se tiene que J*(UP(X(L))) < K(UP(X(L))) y M®(UP(X(L))) = K(UP(X(L))™).
Se sigue entonces del Lema 3.2.4 que los compactos algebraicos son \v-densos y los
co-compactos algebraicos son A-densos; en consecuencia UP(X (L)) es doblemente
algebraico.

2. op(L) es separante en UP(X(L)).

Sean U € J*(UP(X(L))) y V € M®(UP(X(L))) con V < U. Por los Lemas 3.2.1y
3.2.2 existen P, € X (L) tales que

uv=[p) vy V=@

La hipétesis V < U equivale a

(Q)° < [P). (1)

Como P y @ son filtros primos, no puede ocurrir que P < (); por lo tanto existe
a € Pcon a¢ Q. Fijemos tal elemento a € L. Probaremos que

V cop(a) < U.
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a) V < O']L(CL).
Sea Z € V = (Q]°. Entonces Z & @, es decir, Z ¢ (Q]. De (1) se sigue que
todo elemento que no pertenece a ()] pertenece a [P), luego Z € [P), y en
particular P <€ Z. Como a € P, se tiene a € Z, y por definicién de oy (a), esto
implica Z € op(a). Por tanto, V' < oy.(a).

b) on(a) € U.
Sea R € op(a). Entonces a € R. Supongamos, con el fin de obtener una con-
tradiccion, que R € (Q], es decir R < ). De ello se seguiria a € ), en con-
tradiccion con nuestra eleccion de a ¢ ). Por tanto, R ¢ (Q]. Usando nueva-
mente (1), R € [P) = U. De aqui se deduce oy,(a) € U.

Esto muestra que existe a € L tal que V < o1(a) < U, y por lo tanto que oy, (L) es
separante en L°.

. oL(L) es compacto en UP(X(L)).

Sean X,Y < L tales que
N\ ou(X) < oL (Y)

UP(X (L)) UP(X(L))

Es decir, en nuestro contexto:
(oulx] < | Joul]

Consideremos F,“(X) el filtro generado por el conjunto X e I,"(Y) el ideal generado
por el conjunto Y. Vamos a comprobar que F,“(X) n [,“(Y) # . Asumiremos, por
absurdo, que
FEMX)nIMY) = @.

Por el Teorema del filtro primo, existe P € X(LL) tal que F,"(X) < Py Pn I,*(Y) #
. Asi puesto que X < FgL(X) < P tenemos que para cada =z € X, z € P. Luego,
para cada z € X, se tiene que P € oy (x) y por lo tanto P € (or[X] < Jou[Y]
Asi existe y € Y tal que P € o1.(y), lo que resulta imposible. Se sigue entonces que
PnY # @.

Se sigue entonces que existe z € L tal que z € F,"(X) n I,"(Y). Por la definiciones
de filtro e ideal generado, tenemos que existen zq,zs,....,2, € X ¥ y1,Y2, ..., Ym € Y
tales que

TINANT2N oo ATy SKZKS Y1 VY2V oo VUn

Tomando F' = {x1,2z2,...,2,} Y G = {y1, Y2, ---, Ym }, S€ Sigue que
NF < \ @&
L L
Teniendo en cuenta que o1, es un homomorfismo de reticulos
/\ O']L[F]IO']L (/\F><JL (\/G)I \/ O']L[G]
UP(X(L)) L L UP(X(L))

Con F'y G claramente finitos. Es decir, la condiciéon de la Definicién 3.1.13 se
satisface.
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Por lo que (UP(X(LL)),01) es la extensién candnica de L, y la nombraremos entonces
también como (L%, oy.). O

Teorema 3.2.6. UP(X' (L)) es un reticulo distributivo acotado.
Demostracion. Mostraremos ambas propiedades del reticulo UP(X(L)).

e Acotacién

Tanto ¢f como X(LL) son crecientes. Para todo U € UP(X' (L)) se tiene
@ <cUc X(L),
luego ¥ es la cota inferior (minimo) y X' (L) es la cota superior (maximo) en UP(X'(L)).

¢ Distributividad

Si U V,W e UP(X(L)), entonces U nV, U "W, VuWyUnV)u(UnW)son
crecientes. Usando sé6lo cuentas conjuntistas, para todo x € X'(LL):

1eUn(VuW) < zelUy (zeVoreW)
— (zeUnV)o(zelUnW)
«— ze(UnV)u(UnW).

Por lo tanto,
Un(VuW)=UnV)u(UnW).

La distributividad dual se verifica del mismo modo:

Uuv(VnaW)=UuV)n(UuW).

Concluimos que UP(X (L)) es un reticulo distributivo acotado. O

Ejemplo 5. Aclaracién. No todo reticulo completo es distributivo. Un ejemplo cldsico es
el reticulo M3, cuyos elementos son

0,a,b c 1
con relaciones de orden dadas tinicamente por
0<a<l, 0<b<1, 0<e<l,

y sin comparabilidades adicionales entre a,b, c. Este reticulo es completo ya que es finito
, pero no es distributivo. En efecto, se verifica que

an(bve) =a mientras que (anb)v(anc)=0,
por lo que la distributividad falla.
Lema 3.2.7. Sean L un reticulo distributivo acotado y (°, 01) su extensién candnica. Si

Q € X(LL) entonces el creciente principal [Q) es un cerrado en 1.°. En particular, (Q]° es
un abierto.
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Demostracion: Sea Z € Q). Por definicién, se sigue que () < Z, es decir, a € Z para
todo a € Q. Esta sencilla observacion nos dice que

Ze(\owla): ae Q).

Se sigue entonces que [Q) < (\s{oL(a): a € Q}. Reciprocamente, si Z € (), on(a),
entonces a € Z para todo a € ), es decir, ) < Z, y por definicién Z € [Q).

Concluimos que
[Q) = [ovla).
aeqQ

Teniendo en cuenta la Definicién 3.1.17, esta interseccién es un cerrado de L°.
Sea ahora () € X(IL). Vamos a comprobar que

QF = | Jlow(a): a g Q).

En efecto, notemos que:

Pe(Q]°siysolosi P& Q
siy solo si da € P\Q

siysolosi Pe U{UL(a): a¢ @}

LS

De donde se sigue que (Q]° es un abierto de la extensién canénica. ]

3.2.1 Filtros, ideales y surepresentacion en la extension canoénica

En la presente subseccion, vamos a estudiar la manera de describir los filtros e ideales
de un reticulo distributivo dado L, en su extensién canénica (L°, o1 ), la cual construimos
en el Teorema 3.2.5.

Teorema 3.2.8. Sea L un reticulo distributivo acotado y (I.°, 0L) su extensién candnica.
Entonces:

Uc X(L) escerradoenl’ <« 3JFeFiL): U = ﬂaL(a).

aceF

Ademds, esta representacion es tnica: si (\,.pon(a) = (), or(a) con F,G € Fi(L), en-
tonces I' = G.

Demostracion: Veamos la doble implicacion y luego la unicidad de la representacion.

¢ <) Es inmediato por la Definiciéon 3.1.17.

e =) Supongamos U € C(IL?). Por definicién existe A L tal que

U = ﬂ op(a).

acA
Sea F,"(A) el filtro generado por A, es decir
FgH“(A) = {zeL:Ele,...,a:neA, Ty A e /\xngz}.

Como o7, preserva infimos finitos,

ﬂ op(a) = ﬂ oL(z1 A A xy) = ﬂ op(a) = U.

angJL(A) T1AATpEA acA

Por tanto U = (), 14y 01(a) ¥ F,“(A) es filtro, como se queria.
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¢ Unicidad: Supongamos que F, G € Fi(L) satisfacen

(Y ou(a) = () ow®).

aeF beG

Demostraremos F = (.

Supongamos que existe a € F\G. Es decir que
Gn(al =0

Puesto que G € Fi(L) y (a] es un ideal, por el Teorema del filtro primo existe P €
X (L) tal que G < Py a ¢ P. De esto dltimo, P ¢ () ow(a) = [y or(b). Es decir
que existe b € G tal que b ¢ P, lo cual contradice que G < P. Este absurdo esta dado
por suponer que existe a € F\G. Con un argumento similar podemos mostrar que
tampoco exite b € G\ F', mostrando por lo tanto que F' = G.

O

Teorema 3.2.9. Sea L un reticulo distributivo acotado y (I.°, 01) su extensién candnica.
Entonces:

Uc X(L) esabiertoen’ <« 3Jlelde(l): U = Ual(a).

ael

Ademds, esta representacion es unica: si | J,.;on(a) = . ou(a) con I,J € Ide(L), en-
tonces I = J.

Demostracion: Procederemos como en el caso de los cerrados algebraicos, probando las
dos implicaciones y la unicidad de la representacion.

¢ <) Es inmediato por la Definicién 3.1.16.

* =) Sea U < X(L) abierto. Por definicion existe A < L tal que

U = |Jowula).

acA

Sea I el ideal generado por A, es decir
I ={zeL:3x,....,00€A, z<a1 Vv - VI,

Observamos inmediatamente que

o= | oulerv-va) =]l =0

acl x1V-vIn€l acA

pues cada o,(z1 v -+ v z,,) = |J_, oL(z;) y las uniones finitas sean absorbidas por
la unién sobre A. Asi U = | J,.; or(a) con I ideal.

¢ Unicidad: Supongamos que F, G € Ide(LL) satisfacen

o) = o).

aeF beG

Demostraremos ' = (.
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Supongamos que existe a € F\G. Es decir que
Gnla) =0

Puesto que G € Ide(L) y [a) es un filtro, por el Teorema del filtro primo existe
Pe X(L)talque GNP = Jyace P. De esto ultimo, P € | J,.-o1(a) = Uy o1(D).
Es decir que existe b € G tal que P € o1,(b), y por lo tanto b € P, lo cual contradice
que G n P = J. Este absurdo est4a dado por suponer que existe a € F\G. Con un
argumento similar podemos mostrar que tampoco exite b € G\ F’, mostrando por lo
tanto que F' = G.

]

Sea L un reticulo distributivo acotado y (IL°,01) su extensién canénica. Como con-
secuencia de los Teoremas 3.2.8 y 3.2.9, obtenemos una identificaciéon biunivoca entre
filtros e ideales de L, con cerrados algebraicos y abiertos algebraicos de L°, respecti-
vamente. Dicha identificaciéon univoca la formalizaremos en los siguiente apartados.
Asimismo, estos resultados seran empleados en las siguientes secciones para construir
y caracterizar las extensiones canoénicas de operadores mediante relaciones sobre el con-
junto de puntos X'(L).

Isomorfismo entre filtros y cerrados

En el presente apartado, utilizaremos el Teorema 3.2.8 para establecer un isomorfismo
dual de posets, entre los filtros de un reticulo distributivo acotado IL y los cerrados alge-
braicos de su extensién canénica L°.

Teorema 3.2.10. Sean L un reticulo distributivo acotado y (UP(X (L)), oL) su extension
canonica. Definamos las aplicaciones

¥ : Fi(L) — C(L?), U(F) = ()owla),
® : C(L°) — Fi(L), ®(C) = {aeL:Ccopla)}.

Entonces ¥ y ® son antimondtonas y verifican ® o ¥ = Idpr) y ¥ o & = Ideqs). En
particular,
(Fi(L),=)” = (C(L?),<).

Demostracion: Procederemos en cuatro pasos.

1. U esta bien definida y es antimonétona.

Por el Teorema 3.2.8, para cada filtro F' de L el conjunto (), oL(a) es un cerrado
algebraico, por lo que ¥(F) € C(L?). Si F; < F; entonces claramente

V(F) = ) owla) < ) owla) = ¥(F)

a€Fy aeFy

por lo que V¥ es antimonétona.

2. ® esta bien definida y es antimonétona
Sea C € C(L°). Definimos ®(C) = {a e L : C € or(a)}. Sia < by a e ®(C) entonces
C cop(a) € op(b),asibe &(C). Sia,be &(C) entonces C < oy,(a) nop(b) = op(a Ab),
por lo que a A b e &(C). Luego ®(C) es un filtro de L. Ademas, si C; < C; entonces
®(Cy) < ®(C), por lo que P es antimonétona.
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3. PoV¥ = IdFi(]L)
Sea F' € Fi(L). Por definicién

®(U(F)) ={aeL:[)oulz) < owla)}.

zeF

Mostramos que este conjunto es exactamente F.
- Sia € F entonces (), ow(x) € o1.(a) es inmediato, por lo que F < ®(¥U(F)).

- Supongamos a ¢ F. Como F es filtro y a ¢ F, los conjuntos F'y (a] son disjuntos.
Por el Teorema del filtro primo existe un filtro primo P que contiene a F y no
contiene a a. Entonces P € (), _ oL(z) pero P ¢ or(a), es decir (|, ., ow(z) & ov(a).
Asia ¢ O(V(F)).

Combinando ambas inclusiones obtenemos ¢ (V¥ (F)) = F.
4. Vod = Idc(]Lé)
Sea C € C(L°). Por definicién

V(@)= [ oula)
Cgagf(a)

Como C' es un cerrado algebraico, existe A = L con C' = (),., o(a). En particular,
todo a € A satisface C' < oy.(a), por lo que (., o1.(a) 2 (e, ) o1(b). Por otro lado,
la interseccién sobre todos los o, (b) que contienen C' esta contenida en cada uno de
ellos, y por tanto en C. En consecuencia V(®(C)) = C.

Asi vimos que ¥V y ¢ son antimonétonas mutuamente inversas, lo que exhibe el anti-
isomorfismo de posets anunciado. O

Corolario 3.2.11. Sean L un reticulo distributivo acotado y (I°, 01,) su extensién candnica.
Para todo C e C(IL%) y todo filtro primo Q € X (L) se cumple

QeC = P(C)cqQ.
Demostracion: Por el Teorema 3.2.10,

C=u(@©C)= [ ol

ac®(C)
Por tanto, para todo @ € X' (L),

QeC <« Yae®(O), Qeopla) — Yae®((), aeQ < P(C)cQ.

Isomorfismo entre ideales y abiertos

De manera analoga al caso de filtros y cerrados algebraicos, describimos a continuacién
el isomorfismo entre el poset de ideales de L y el de abiertos de L°.
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Teorema 3.2.12. Sea L un reticulo distributivo acotado y (IL°, o1) su extension candnica.
Entonces las aplicaciones

O : Ide(L) — O(LY),

@
—
~
SN—
Il

U o(a),

ael

I : O(L) — Ide(L), NU) = {aeL:oy(a) cU}.
son mondtonas y satisfacen I' 0 © = Idygew) y © o I' = Idp(s). Por lo tanto,
(Ide(L), <) = (OL?),<).
Demostracion: Haremos la prueba de manera analoga a la prueba del Teorema 3.2.10.

1. © bien definida y monétona.

Por el Teorema 3.2.9, para cada ideal I/ < L, ©(/) = |J,.;oL(a) es un abierto.
Ademas, si I; < I,, entonces

de modo que © es monétona.

2. T" bien definida y mondétona.
Sea U € O(LL%). Definimos

NU)={aeL:o(a) U}.

-Sia <bybe I'(U), entonces o(a) < or(b) < U, de modo que a € I'(U). - Si
a,beI'(U), entonces oy,(a v b) = op(a) v op(b) < U, luegoa v be I'(U).

Asi, I'(U) es un ideal de L. Ademas, si U; < U, entonces I'(U;) < I'(Us), lo que
prueba que I' es monétona.

3. ToB = IdIde(]L)-
Sea I € Ide(LL). Entonces

L)) =f{aeL:ola) = | Joulx)}.

zel

Sia € I, la inclusién es inmediata; veamos la reciproca. Supongamos a ¢ /. Como [
es ideal, I n [a) = . Por el teorema del filtro primo, existen un filtro primo P con
[a) c PyIn P = . Deac P sesigue P € oy(a), mientras que I n P = ¢ implica
P ¢ o1 (x) para todo x € I. Asi P € op.(a)\|J,; oL(2), por lo que or.(a) & ,.;ou(z) y
a ¢ I'(O(I)). Concluimos que I'(O(1)) = I.

4. @ O F = Ido(Lé).
Sea U un abierto. Entonces

orw) = J oula)= |J oula)=U.

ael’'(U) acL
oL(a)cU
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Los cuatro pasos anteriores muestran que © y I" son aplicaciones monétonas mutua-
mente inversas, lo que concluye el isomorfismo de posets. H

Corolario 3.2.13. Sea L un reticulo distributivo acotado y (I°, o) su extensién canénica.
Para todo abierto O € O(IL%) y todo a € L se cumple

o(a) 20 <<= acl(0).
Demostracion: Para un a € L se tiene:
ael(0) < op(a) <O
por definiciéon misma de I'. O

Para finalizar esta seccion, haremos una conexion de las nociones de abiertos y cer-
rados de la extensién canénica (L, o1 ) para un reticulo disitributivo acotado dado L, con
las nociones de conjuntos abiertos y cerrados del espacio de Priestley dual de L.

3.2.2 Conexiones con nociones topolégicas

En la presente subseccion, haremos una conexion entre las estructuras algebraicas y las
estructuras topolégicas que hemos trabajo a lo largo de esta tesis. En particular, dado
un reticulo distributivo acotado L, vamos a trabajar simultaneamente con su extension
canénica (IL°, o) y su espacio de Priestley dual (X (L), 7., <).

Comenzaremos haciendo una observacion que sera de gran interés en la presente
subseccion y a lo largo de este capitulo.

Observacion 3.2.14. Sean L un reticulo distributivo acotado, (X (L), ., <) su espacio de
Priestley dual y (IL‘;, U]L) su extension canonica. Recordemos que, para a € L, el conjunto

op(a) ={Pe X(L): a€ P},

es un conjunto clopen creciente del espacio de Priestley asociado a .. Asimismo, teniendo
en cuenta la Proposicion 3.1.19, el conjunto o1, (a) puede interpretarse como un conjunto
abierto en 1.° y cerrado en 1.°, simultdneamente. Por lo tanto, el conjunto oy(a) es un
clopen, ya sea desde el punto de vista topolégico sobre el espacio de Priestley (X (L), ., <)
como asi también desde el punto de vista algebraico en L.

A continuacién, enunciaremos un resultado que permite establecer conexiones entre
conceptos algebraicos y conceptos topoldgicos.

Teorema 3.2.15. Sean L un reticulo distributivo acotado, (X (L), ., <) su espacio de
Priestley dual y (L°, 01.) su estensién candnica. Entonces

1. U e C(L°) siy sélo si U es un conjunto cerrado creciente de (X (L), ., S)
2. U e O(L?) siy sélo si U es un conjunto abierto creciente de (X (L), ., <)

Demostracion: Vamos a comprobar solamente (1), ya que un razonamiento analogo
puede hacerse para (2). En efecto, consideremos U e C(L’). Teniendo en cuenta el
Teorema 3.2.10, se sigue que existe un filtro F' de L tal que

U= ﬂ{O']L(CL): a€F}.



70 CAPITULO 3. EXTENSION CANONICA

Por el Corolario 1.6.5, se sigue que U es un conjunto cerrado creciente de (X (L), 7, <).
Reciprocamente, asumiremos que U es un conjunto cerrado y creciente del espacio de
Priestley asociado a .. Nuevamente, por el Corolario 1.6.5, se sigue que U es interseccion
de clopens crecientes de (X (L), 7, <). Esto es,

U= ﬂ{aL(a): ae A}

Luego, por el Teorema 3.2.8, se sigue que U es cerrado en L°. O

3.3 Extension canoénica de operadores unarios

En la presente seccién, vamos a dar algunas definiciones y resultados que seran de gran
utilidad para el estudio de la extensién candnica para (i, j)-reticulos distributivos aco-
tados. En esta primera parte, hablaremos en términos generales, sin hacer mencién
a la extensién canénica (I°, o) construida en la secciéon 3.2. Ademads, adoptaremos la
técnica para extender el operador unario utilizando la formulacién adoptada en la lit-
eratura (ver [9, 8, 7, 4, 10]). y sera fundamental para llevar adelante el estudio de los
operadores normales de tipo (7, j) en la seccién siguiente.

Definicién 3.3.1. Sean L y M dos reticulos distributivos acotados, e : L < L°y epr: M
M’ sus extensiones canénicas, y sea m: L. — M un operador monétono. Definimos las
extensiones canénicas m?, m™: L° — M de la siguiente manera:

m?(u) = \/{/\{ em(m(a)) :ae L, C <epla)} ‘ CeC(?), C< u},

m™ (u) = /\{\/{ ew(m(a)) s ae L, en(a) <O} ‘ 0eOLY), u< 0},

para todo u € L%

Notemos que las descripciones de m? y m™ se simplifican considerablemente cuando
se aplican a elementos cerrados o abiertos de .°. Esto permite, en particular, verificar
que ambas extensiones restringen al operador original m en la copia embebida ¢[L].

Lema 3.3.2. Sea C € C(L?) un cerrado algebraico. Entonces
m?(C) = N{em(m(a)): aeL, C<eyla)},
M6

Demostracion: En la definicién de m?(u), al tomar U = C' cerrado algebraico, la unién
externa sobre los + < C se colapsa en el término correspondiente a =+ = C, ya que los
demas son mayores. O

Lema 3.3.3. Sea O € O(L?) un abierto. Entonces
m™(0) = \/{eM(m(a)) ca€l, e (a) <O}
Wil
Demostracion: La demostracion es dual: en la definicion de m™(u) basta considerar el

abierto O mismo en la familia de infimos. O

En otras palabras, las formulas para m° y m™ se simplifican en cerrados y abiertos
algebraicos. Esto nos permite verificar que, en efecto, ambas construcciones merecen el
nombre de extensiones, ya que coinciden con m en los elementos de L vistos dentro de IL°.
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Teorema 3.3.4. Para todo a € L se cumple

m? (er(a)) = em(m(a)) = m™(eL(a)).
En particular, ambas extensiones restringen a m sobre la copia de L en L°.

Demostracion: Seap = e (a). Como p es simultdneamente cerrado y abierto algebraico
(Proposicion 3.1.19), los Lemas 3.3.2 y 3.3.3 aplicados a p dan

m(p) = Nlew(m®) : a <b) = elm(@),  m"(p) = \/feu(m()) : b < a} = exa(mf(a)),
usando la monotonia de m y de las inclusiones ey, ey. ]

Ahora mencionaremos tres resultados generales sobre las extensiones candnicas de
operadores unarios, cuyas demostraciones pueden consultarse en [7, pp. 349-352]. Di-
chos resultados establecen propiedades fundamentales de las extensiones m? y m™, y nos
permitiran posteriormente concluir que si se preservan los supremos, estas extensiones
coinciden.

Lema 3.3.5. [7, Lema 4.2] Para todo u € 1. se cumple m? (u) < m™(u).

Lema 3.3.6. /7, Lema 4.4] Si m° preserva supremos arbitrarios, entonces m° = m".
Dualmente, si m™ preserva infimos arbitrarios, entonces m° = m”.

Lema 3.3.7. [7, Lema 4.2] Si m preserva supremos finitos, entonces m° preserva supre-
mos arbitrarios. Dualmente, si m preserva infimos finitos, entonces m™ preserva infimos
arbitrarios.

A partir de estos lemas podemos plantear el siguiente teorema:

Teorema 3.3.8. Sean IL, M reticulos distributivos acotados, ey, ey Sus extensiones canonicas
y m: L — M un operador monétono. Si m preserva supremos finitos, entonces m° = m™.
Dualmente, si m preserva infimos finitos, entonces m® = m”.

Demostracion: Del Lema 3.3.7 se deduce que m? preserva supremos arbitrarios. Por
el Lema 3.3.6, se sigue que m? = m™. El caso dual es analogo. H

De este modo, cuando m preserva un tipo de finitud (supremos o infimos) —como
sucede en los operadores normales de tipo (1,1) o (—1, —1)—, ambas extensiones coinci-
den. En tales casos escribiremos simplemente m’ para designar la extension candnica
de m.

A partir de este marco general, en la siguiente seccién particularizaremos la con-
struccion a los operadores normales de tipo (i, j) introducidos en el Capitulo 2. Dado un
operador

m: L' — L7,

su extension canodnica sera el morfismo
m? : (LY — (L9)°.

la cual permitira conectar algebraicamente las relaciones inducidas en el espacio dual
de Priestley.
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3.3.1 Caso particular: la extension o), sobre UP(X' (L)) y operadores
(i, )
En el marco de la seccién anterior, estudiamos la extensién canénica m?, m™: Lo — M’

de un operador monétono m: . — M. Recordemos ahora que, de acuerdo con la Obser-
vacion 2.1.2, todo operador normal de tipo (4, j) puede verse como un v-homomorfismo

m: L — 17,

En particular, un v-homomorfismo es automaticamente monétono, de modo que la teoria
general de extensiones candnicas desarrollada en la seccién anterior puede aplicarse
directamente en este caso.

Para cada indicei € {—1, 1}, denotamos por
opi: L' — UP(X(LY))
la funcién de Stone asociada al reticulo 1!, definida por
oLi(a) ={PeX(L"):aeP}.

Obsérvese que esta aplicacién depende del orden y de la topologia de I¢; por lo tanto, oy,
y o1-1 no coinciden.

Aplicando ahora la construcciéon general de la extensién canénica al caso particular
en que los operadores actian sobre los reticulos de conjuntos crecientes UP(X (L)) y
UP(X(IL7)), obtenemos que las extensiones canénicas de un operador normal de tipo (z, j),
es decir de un v-homomorfismo

m: L — L7,

adoptan en este contexto la siguiente forma explicita. Dados (i, j) € {—1,1}?ym: L' —» L/
un operador normal de tipo (7, j). Definimos sus extensiones

m?, m™ : UP(X (L") — UP(X(LLY))

por

mw) = | { M fow(m(a): C < ouila }]c*ecw( (LY)), C < U},
UP(X(L7)) UP(X(LJ))

m™(U) = ﬂ { U {UU . opi(a) C O}’OGO(UIP’(X(Li))), Uc 0}.

Recordemos, teniendo en cuenta la Definiciéon 2.1.5, que el simbolo ! denota inclusién
directa sii = 1 e inclusion inversa si ¢ = —1.

Esta formulaciéon explicita las dos representaciones de Stone involucradas: una para
el dominio L.’ y otra para el codominio L.7. Los signos determinan, en cada caso, si se
trabaja sobre UP(X (L)) o sobre su dual UP(X (L™1)).

Teorema 3.3.9. Sea (i,j) € {—1,1}2y m: L' — I’ un operador normal. Entonces, para
todo ae L,

m? (opi(a)) = oni(m(a)) = m™(oni(a)).
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Demostracion: Sea U = oy:(a). Dado que oy.:(a) es clopen, es simultdneamente cerrado
y abierto en UP(X(L")). Aplicando los Lemas 3.3.2 y 3.3.3 obtenemos

m?(opi(a)) = ﬂ{O']Lj (m(b)) : opi(a) <" op:(b)}.

Como oyi(a) S op.i(b) siy s6lo si a <' b, la interseccién puede escribirse

M 0w (m(®)).

b>ta

Por monotonia de m se cumple m(a) </ m(b) para todo b >' a, y entonces oy;(m(a)) <’
ori(m(b)). De ello se deduce
m (014(a)) = op (m(a)).

El argumento dual, aplicado a m™, da

m™(o1:(a) = | o1s(m(b)) = v (m(a)).

b<'a
]

Teorema 3.3.10. Sea (i,j) € {—1,1}*y m: L' — L7 un operador normal de tipo (i, 7). Si
m preserva supremos (o infimos) finitos, entonces

m’ = m".

En consecuencia, existe una tunica extension canénica
m® : UP(X(LY)) — UP(X(L7)).

Demostracion: La afirmacién es consecuencia directa del Teorema 3.3.8. Los oper-
adores normales de tipo (1, 1) preservan supremos finitos, y los de tipo (—1,—1) preser-
van infimos finitos. En el caso mixto (1,—1),al veram: L — L~! como un v-homomorfismo,
por lo que los supremos en el dominio se corresponden con supremos en el codominio,

m(a vy, b) = m(a) AL m(b) = m(a) vp-1 m(b)
de modo que m preserva supremos. El caso (—1,1) es dual. O

Observacion 3.3.11. En los casos en que m’ = m™, escribiremos simplemente m’ para
denotar la extensién canonica tinica. No obstante, conservaremos las notaciones m?y m™
cuando sea necesario referirse explicitamente a sus definiciones en términos de abiertos y
cerrados de L°.

3.4 Larelacion dual inducida por la extension canénica

El objetivo de esta seccion es establecer, para los distintos tipos de operadores normales
(i,7) € {—1,1}2, el vinculo entre la extension canénica y la relacién que caracteriza al
funtor dual introducido en el Capitulo 2. Mostraremos que, en todos los casos, la ex-
tension canoénica induce de manera natural la misma relaciéon R,, que se utiliza en la
dualidad tipo Priestley desarrollada en dicho Capitulo.

La técnica que utilizaremos en cada caso sera la siguiente: analizaremos la accién
puntual del operador extendido m? sobre los cerrados (o abiertos) de la extensién canénica,
describiendo su comportamiento mediante una multirrelacion, la cual relaciona filtro
primos con abiertos o cerrados de la extensién candnica, y luego identificaremos dicha
multirrelacién con la relacién R,, correspondiente en cada caso.

Comenzaremos entonces por definir que entenderemos por una multirrelacion.
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Definicion 3.4.1. Sea X un conjunto. Una multirrelacion sobre X es un subconjunto
Nc X x P(X),

A continuacién estudiaremos cada caso por separado. Comenzaremos con el tipo
(1,1), que servira de modelo general, pues los demés casos se obtendran a partir de él
mediante dualizaciones o simetrias apropiadas.

El caso (1,1)

Comenzaremos estudiando cémo el operador m? se define sobre un cerrado C € C(IL%).
Por la definicién particular de m? sobre un cerrado algebraico para el caso (1, 1), se tiene

que:
m?(C) = ﬂ {oL(m(a)) : C < oL(a)}.

UP(X(L))
Por lo tanto, para un filtro primo P, se tiene que:
Pem’(C) < VaelL, (C<oLla) = m(a) € P).
Por la caracterizacion del Teorema 3.2.11, podemos reescribir la condicién anterior como
Pem?(C) < Vae ®(C), m(a)e P.

Se sigue entonces que
o(C) c m'[P],

0, de manera equivalente,
®(C) nm P = @.

Esta equivalencia sugiere que la pertenencia P € m?(C) puede expresarse de forma
puramente relacional, definiendo la siguiente multirrelacion.

Definicion 3.4.2. Sean L un reticulo distributivo acotado y m : . — 1L un operador
normal de tipo (1,1). La multirrelacion inducida por m se define de la siguiente manera:

(P,C)e N,, = ®(C)nm '[P]°=.

Recordemos que, por el Lema 2.3.1, m~![ P]¢ es un ideal, puesto que m es un operador
de tipo (1,1) y P es un filtro primo. De este modo, la condicién anterior expresa que el
filtro ®(C) y el ideal m~'[P]° son disjuntos.

Observacion 3.4.3. La equivalencia antes presentada puede leerse ahora asi:
Pem?(C) siysolosi (P,C)e Ny,.
Es decir, el operador canonico m? queda determinado por la multirrelacion N,,.

En lo que sigue, vamos a identificar esta multirrelaciéon con la relaciéon dual R,,
introducida en el Capitulo 2. Recordemos que dicha relacion estaba definida como
(P,Q) € R, = Q"< m~![P). Es decir que para este caso particular, tenemos que
(P,Q) e R,, < Q< m'[P].

Lema 3.4.4. Sea m un operador de tipo (1,1). Para todo P € X(LL) y todo C € C(L°) se
verifican las siguientes proposiciones equivalentes:
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1. (P,C)e N,

2. 3Q € Ctal que (P,Q) € R

3. (P,[Q)) € Ny,
donde [Q) = {Re X(L) : Q < R} es el creciente principal de Q).
Demostracion: Probaremos (1) = (2) = (3) = (1):

* ()= (2):

Supongamos (P,C) € N,,. Por definicién, ®(C) < m~![P], es decir, ®(C) := &(C)
es un filtro tal que ®(C) n m~![P]¢ = &. Por el Lema 2.3.1, m~![P]° es un ideal.
Aplicando el teorema del filtro primo, existe un filtro primo @ € X' (L) con

PC)CcQ y Qrml[P]°=g.

De la segunda condicién se deduce Q = m™![P], es decir (P,Q) € R,,. Como ®(C) =
@), por el Corolario 3.2.11 se tiene () € C. Hemos probado asi (P,C) e N,, = 3Q € C
tal que (P, Q) € R,,.

* (2)=):
Sea Q € C tal que (P,Q) € R, o sea Q@ < m ![P]. Consideremos el creciente
principal de @,
[Q)={ReX(L): Q< R}

Por la definicién de la correspondencia ®, se tiene ¢([Q)) = Q. Como Q < m[P],
resulta entonces ®([Q)) < m~![P], y en consecuencia (P, [Q)) €

'() ):

(1
Si (P,[Q)) € N,n, entonces ®([Q)) = Q < m'[P]. Puesto que Q € [Q) < C, se tiene
tamblé n ®(C) < Q < m '[P], lo que muestra (P,C) € N,,.

]

El lema anterior muestra que, gracias a las propiedades de normalidad del operador
(1,1), la multirrelacién N,, coincide punto a punto con la relacion R, introducida en el
Capitulo 2.

Para finalizar esta seccion, vamos a comprobar que el operador m? extiende de buena
manera a el operador mp , definido en la dualidad de tipo Priestley (ver Capitulo 2) i.e.,
ambos coinciden sobre los clopen. Recordemos que este operador estaba definido sobre
los clopens como mpg, (U) = R, (U?)’, es decir que en este caso particular, mp, (U) =
R1(U). Antes de probar dicho resultado, vamos a probar un lema previo que sera ttil.

m

Lema 3.4.5. Sean L un reticulo distributivo acotado, (I.°,0L) su extension candnica, U
un clopen de L’ y R < X(LL) x X (L) una relacién binaria. Entonces, para todo P € X (L),
son equivalentes:

1 Existe un cerrado algebraico C' < U y un filtro primo () € C tal que (P,Q) €
2 Existe un filtro primo Q) € U tal que (P,Q) € R

Demostracion: Probaremos ambas implicaciones:
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* (1) = (2) Si existen C' < U cerrado algebraico y un punto Q € C con (P,Q) € R,
entonces necesariamente () € U.

* (2) = (1) Reciprocamente, si existe Q € U con (P, Q) € R, podemos tomar simple-
mente C' = U. Como U es clopen (y en particular cerrado), se tiene C c U,Q e Cy
(P,Q)eR

]

A continuacién, vamos a comprobar que los operadores m? y mpg, coinciden sobre los
clopen de la extension candnica de cualquier reticulo distributivo acotado dado.

Teorema 3.4.6. Sean L un reticulo distributivo acotado, m un operador de tipo (1,1)
definido sobre Ly U un clopen de la extensién canonica. Entonces, para todo P € X (L),

Pem(U) <= Pemg,(U).

Demostracion: Sea P € X(LL). Vamos a comprobar que, para cada U clopen de L°, se
verifica:
Pem’(U) <= Pemg,(U).

Recordemos que m? se define a partir de los cerrados algebraicos C' < U. Por lo tanto, se
tiene que

Pem’(U) < 3C < U cerrado tal que P € m?(C)

<= 3C < U tal que (P,C) € N,, (Observacion 3.4.3)
«—=3CcU,3QeCcon (P,Q)€eR, (Lema 3.4.4)
<= 3Q e Utalque (P,Q) € R, (Lema 3.4.5)

«— Pe R 'U) =mg, (U).

En consecuencia, m? y mpg, definen el mismo operador sobre los clopens de la extension
canoénica. [

Es importante mencionar que el operador m? esta definido sobre todo el reticulo L.°,
sin embargo, coincide con mp,, sobre los clopens de la extensién candnica.

El caso (1,—1)

Consideremos ahora el caso en donde (IL,m) es un reticulo distributivo acotado y m es
un operador normal de tipo (1,—1). Se sigue entonces que m es un operador que en L
que es antimonétono y satisface m(a v b) = m(a) A m(b) y m(0) = 1.

Nuestro objetivo sera analogo al caso (1, 1), a saber: describir m? sobre la extensiéon
canénica en términos relacionales y comprobar que m? es igual al operador inducido por
la relacién dual R,,.

Comenzaremos esta seccion con el siguiente resultado.

Lema 3.4.7. Sean L un reticulo distributivo acotado y P € X (L). Entonces para todo
a € L se verifica la siguiente igualdad:

Peop-1(a) <= P°eop(a)
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Demostracion: Por definicion de la aplicacién de Stone, tanto sobre L. como sobre L~ *:

Peo-1(a) = aePyPeX(L)
< a¢ P°yPeX(L) (Lema 1.5.21)

<= P°eoL(a)
O]

A continuacién, daremos una descripcion del operador m? sobre los elementos cerra-
dos de I°.

Sea C € C(IL°) un cerrado y P € X(L). Por la definicién particular de las extensiones
dada en la subseccion 3.3.1 y por el Lema 3.3.2, se tiene que

m(C)= [ {or(m(a): C<opla)}.

UP(X(L—1))

Notemos que, la operacion de infimo arbitrario esta siendo tomada sobre el reticulo
—1 . ., P . .
(L‘S) . Por lo tanto, expresando dicha operacién en términos de I.°, se tiene que

m’(C) = | {ov1(m(a): C<oula)}.
)

UP(X (L
Por tanto, un punto P pertenece a m?(C) si
Pem’(C) < dJae Ltalque C Coy(a)y P € o.-1(m(a)).

Notemos que, la condicion C' < oy (a) puede intepretarse por medio del filtro asociado
®(C') (Teorema 3.2.11), obteniendo

Pem?(C) < Jae ®(C)tal que P € o -1(m(a)).
Teniendo en cuenta el Lema 3.4.7, se sigue que
Peop-1(m(a)) < P°€or(m(a))” < m(a) ¢ P",
de donde se sigue que:
Pem?(C) < Jae ®(C) tal que m(a) ¢ P

Finalmente, como m™![P] = {a € L : m(a) € P}y P° es unideal, la condicién m(a) ¢ P°
es equivalente a a € m~![P]. De este modo llegamos a la siguiente formulacién:

Pem’(C) «— Jae®(C)talqueaecm '[P] < &C)nm'[P]# 2.

La dltima equivalencia sintetiza la idea central: en el caso (1,—1) la pertenencia de
P a m?(C) se expresa mediante la existencia de un elemento del filtro asociado ®(C)
que no es excluido por el ideal m~'[P]. De este modo, la relacién entre Py C refleja la
antimonotonia (en IL) del operador de tipo (1, —1). En consecuencia,

Pem’(C) <= ®C)nm'[P]#J,

donde m~![P] es un ideal por el Lema 2.3.1 aplicado al tipo (1, —1).

Motivados por la caracterizacién anterior, definimos:
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Definicion 3.4.8. Sean L un reticulo distributivo acotadoy m : L. — L~! un operador
normal de tipo (1, —1). Definimos la multirrelacion:

(P,C)e N,, <= &C)nm'[P]=,

para Pe X(L)y C € C(L).

Observacion 3.4.9. Obsérvese que esta definicion reproduce la misma multirrelacion
introducida en el caso (1,1), pero aqui la condicion de pertenencia a m°(C') se formula en
términos de los pares que no pertenecen a N,,. Con esta notacién, para todo C e C(IL%) y
P e X(L) se tiene

Pem’(C) < (P,C)¢ N,.

Nuevamente, el paso siguiente consiste en identificar esta multirrelacion con la relacion
dual R,, introducida en el Capitulo 2. Recordemos que dicha relacion, para este caso par-
ticular, esta definida como (P,Q) € R,, < Q < m '[P]".

Lema 3.4.10. Sean L un reticulo distributivo acotado y m un operador de tipo (1,—1).
Entonces, para todo P € X(LL) y todo C € C(L°), las siguiente afirmaciones son equiva-
lentes:

1. (P,C) ¢ Ny,
2.VQe(C:(P,Q)¢ R,
Demostracion: (1) = (2) Supongamos (P, (') ¢ N,,. Por definiciéon de V,,, se sigue que
O(C) nm HP] # .

Sea a € ®(C) nm~![P]. Como a € ®(C), se tiene que C < op(a). Ahora bien, para
cualquier @ € C, de a € m [ P] se sigue m(a) € P,y por la definicién de la relacién dual
para el tipo (1, —1),

(P,Q)¢ R,, <= Q<Em'[P]° <= 3JacQrm'[P]

Pero precisamente a € Q nm™![P], ya que C' < o1,(a) implica a € Q. Por tanto, (P, Q) ¢ R,,
para todo Q € C.

(2) = (1) Supongamos que V@ € C, (P,Q) ¢ R,,. Entonces para cada ) € C existe
ag € Q@ nm~'[P]. Consideremos el conjunto

FZ{(IQ:QEC}.

Como cada ag pertenece a ®(C) (pues ag € @ para todo Q € C) y a m™*[P], se concluye
que F < ®(C) n m~![P]. En particular, la interseccion ®(C') n m~'[P] es no vacia, y por
tanto (P,C) ¢ N,,. O

Veamos por tultimo que lo operadores m? y mpg,, coinciden sobre los clopens de la
extension candénica. Recordemos que en este caso particular, si U es un clopen de la
extension canédnica, mp, (U) = R} (U)°.

m

Teorema 3.4.11. Sean L un reticulo distributivo acotado, m un operador de tipo (1,—1)
definido sobre Ly U un clopen de la extensién canonica. Entonces, para todo P € X (L),

Pem’(U) <= Pemg, (U).
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Demostracion: Concatenamos las equivalencias clave, como en el caso (1,1). Recorde-
mos que, en este caso, m’ se define como una intersecciéon (indexada por los cerrados
contenidos en U); por tanto, la pertenencia P € m?(U) se traduce en una condicién uni-
versal sobre los cerrados C' < U:

Pem’(U) < VC < U cerrado, P € m?(C)

= VCcU:(PC)¢N, (Observacion 3.4.9)
= VCcUVQeC:(PQ)¢R, (Lema 3.4.10)
—=VQeU:(PQ)¢ R, (Lema 3.4.5)

< R, (P)c U
«— U < R,,(P)°
«— Pe R} U)" =mg, (U).

En consecuencia, m? y mpg, definen el mismo operador sobre los clopens de la extension
canodnica. O

El caso (—1,—-1)

En esta subseccién consideraremos el caso en donde (L, m) es un reticulo distributivo
acotado y m es un operador normal de tipo (—1,—1). Sin embargo aqui no utilizaremos
la Observacion 2.1.2, sino que tomaremos a

m: L — L

es decir, un operador que es preserva infimos finitos y el elemento superior de L, y por
lo tanto es monétono. Es decir que la extensién candénica que podemos definir esta dada
de UP(X (L)) a UP(X(L)). Ademas, recordemos que por el Teorema 3.3.10, la extension
canonica de m satisface m? = m™, de modo que podemos trabajar indistintamente con
una u otra. En lo que sigue utilizaremos m™, ya que su definicion se formula directa-
mente en términos de abiertos, lo que permite describirla mediante ideales de L.
Comencemos observando como el operador m™ actia sobre un abierto O € O(L°) y un
punto P € X (L). Por la definicién particular de m™ sobre un abierto para el caso (—1, —1):

m"(0) = | J {on(m(a)):ow(a) = O}.
UP(X(L))

Por lo tanto, la pertenencia puntual se expresa como
Pem™(0) < JaeL (oula) SO y Peor(m(a))).

Usando ahora la caracterizacion del Teorema 3.2.13, la condicién oy, (a) < O es equiv-
alente a a € I'(O), donde I'(O) es el ideal asociado a O. De este modo obtenemos

Pem™(0O) < JaeT(O)conma)e P.

Dicho de otra manera,
Ja e '(0) nm [P],

lo que nos lleva a la caracterizaciéon fundamental:
Pem™0) < T(O)nm'[P]+#02.

Definiendo asi la siguiente multirrelacion.
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Definicion 3.4.12. Sean L un reticulo distributivo acotado y m : . — IL un operador
normal de tipo (—1, —1). Definimos la multirrelacién inducida por m como

(P,O)e M,, = T'(O)nm™'[P]# @

Observacion 3.4.13. Recordemos ademds del Lema 2.3.1 que, si m es un operador
de tipo (—1,—1) y P es un filtro primo, entonces m~'[P] es un filtro. De este modo, la
condicién anterior expresa que el filtro m='[P] y el ideal T'(O) no son disjuntos.

Observacion 3.4.14. La equivalencia anterior puede leerse ahora asi:
Pem™O) siysolosi (P,0O)e M,,.
Es decir, el operador canénico m™ queda determinado por la multirrelacion M,,.

Asi, por tercera vez, el paso siguiente consiste en identificar esta multirrelacién con
la relacion dual R,, introducida en el Capitulo 2. Recordemos que, al ser m un operador
de tipo (—1,-1), (P,Q) € R,, = Q°< m™[P]¢ 0 lo que es lo mismo m~[P] < Q

Lema 3.4.15. Sea m un operador de tipo (—1,—1). Para todo P € X(L) y todo O € O(L°)
se verifican las siguientes proposiciones equivalentes:

1. (P,0)e M,
2.YVQeR,(P)=QeO
Demostracion: Probaremos las dos implicaciones:

* ()=
Supongamos (P,0) € M,, y sea Q € R,,(P). Por definiciéon de M,,, T'(O) n m™[P] #
&. Pero puesto que Q € R,,(P), es decir, m~![P] < Q, se cumple que I'(O) n Q # @.
Luego Q € O

*(2)=(@1)

Supongamos (2) y que (P,0) ¢ M,, para llegar a un absurdo. Se debe cumplir asi
que I'(O) n m™![P] = @. Como vimos, I'(O) es un abierto y m~![P] un filtro, por lo
que aplicando el Teorema del Filtro Primo existe un Q € X (L) tal que m™'[P] < Q
(es decir que Q € R,,(P)) yI'(O) n Q = @. Pero si I'(O) n Q = & entonces ) ¢ O, lo
cual es un absurdo.

O

El lema anterior muestra que la multirrelacion )/, coincide punto a punto con la
relacion R,,. Antes de probar el teorema final que conecta los operadores m™ y mg, ,
debemos mencionar un lema previo:

Lema 3.4.16. Sea L un reticulo distributivo acotadoy (L°, o) su extensién canénica. Sea
U € C(L%) un cerrado y S < X (L) un subconjunto cualquiera. Entonces son equivalentes:

1) Para todo abierto O € O(L?), si U < O entonces S < O.
2) ScU.

Demostracion: Probaremos ambas implicaciones:
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* (2) = (1) es inmediato: si.S < Uy U < O para algin O € O(L°), entonces S < O por
transitividad de la inclusién.

* (1) = (2). Supongamos que S ¢ U. Entonces existe @)y € S tal que )y ¢ U. Como U
es un cerrado de ., por el Teorema 3.2.8 existe un filtro F' € Fi(LL) tal que

U = ()owla)
acF
De Q ¢ U se sigue que
Qo ¢ ﬂ op(a)
acF

y por lo tanto existe ay € F' tal que @y ¢ or(ao), es decir, ag ¢ Q.

Como U =), oL(a), en particular
U < op(ag).
Definimos entonces el abierto
O := op(ap) € O(LLO).

Se tiene U < O, pero Qy ¢ O porque ag ¢ (Qy. Por lo tanto, S ¢ O.

Esto contradice la condicién (1), segun la cual para todo abierto O con U < O
deberia cumplirse S < O. Concluimos que nuestra suposicion S & U es imposible,
y por lo tanto S < U.

O

Ahora si, veamos como los operadores m”™ y mp, coinciden sobre los clopens de la
extension candnica. Recordemos que en este caso particular, si U es un clopen de la
extensién canédnica, mg,, (U) = R (U°).

Teorema 3.4.17. Sean IL un reticulo distributivo acotado, m un operador de tipo (—1, —1)
definido sobre Ly U un clopen de la extensién canonica. Entonces, para todo P € X (L),

Pem™U) <= Pemg,(U).
Demostracion: Concatenamos las equivalencias clave, como en los casos previos.

Pem™(U) ﬂ {m™(0): U < O}

UP(X(L))

—V0eOL):UcO=Pem™(0)
—V0OeO):UcO=(P,0O)e M, (Observacion 3.4.14)
—VOecOl):UcO=Y¥QeR,(P):QeO (Lema 3.4.15)
—VQeR,(P):QeU (Lema 3.4.16)
> R,(P)cU

— R, (P)nU‘=¢
«— Pe R} U =mg, (U)

En consecuencia, m™ y mp, definen el mismo operador sobre los clopens de la extensién
canodnica. ]
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El caso (—1,1)
Consideremos un operador normal de tipo (—1, 1),
m:L7' — 1L,
lo que significa que, interpretado en L, el operador m es antimonétono y satisface
m(a A b) =m(a) v m(b), m(1) = 0.

Nuestro objetivo es describir la accion puntual de m? sobre los cerrados de la extension
canonica, expresar dicha accion en términos de una multirrelaciéon, y finalmente identi-
ficarla con el operador relacional mpg, asociado a la relacién dual R, del tipo (—1,1).

En esta seccién introducimos un operador auxiliar (—)' que permite traducir condi-
ciones sobre cerrados de UP(X(L7!)) = (L7!)° a condiciones equivalentes sobre abiertos
de L%, y con ello expresar la caracterizacién puntual de m° en términos de la relacién
dual R,, (que esta definida en X' (L) x X'(IL)). Lo definiremos y probaremos algunos sobre
su aplicacion que nos seran utiles.

Definicion 3.4.18. Sea U < X (L7 '). Definimos
Ul:={PeX(L)|Pe XL, P¢U}.
Lema 3.4.19. Sea L un reticulo distributivo acotado y C un cerrado de (L7')°. Entonces

C' es un abierto de 1.°.

Demostracién: Como C es cerrado en la extensién canénica de L=, por el Teorema 3.2.8
aplicado al reticulo .7}, existe un filtro F de L.=! tal que

C = ﬂ op-1(a).
Tomando complementos en X (L™!) se obtiene

X(LNC = [ JoLa(a).

aeF
Por definicién de (—)T,
Ct'={P°eX(L): P¢C}={P:PecX(LHC},

luego

Ct= | J{P:P¢oLa(a)}.

acF
Ahora usamos el Lema 3.4.7. Para cada a € L,

P¢op-1(a) < P°eoL(a),
de donde
{P°:P¢oL-1(a)} =oL(a).
Sustituyendo en la expresién anterior,
C' = Jow(a).
aeF

Observe que F, visto en L, es un ideal (pues es un filtro en .7 !). Por el Teorema 3.2.9,
aplicado ahora al reticulo L, toda unién de la forma | J,_; 01.(a) con [ ideal de L es un
abierto de I.°. Por lo tanto, C'' es un abierto en L.°, como queriamos. O
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Lema 3.4.20. Sea L un reticulo distributivo acotado y sean U,V < X (L™!). Entonces el
operador (—)' es antimondétono, es decir:

Ucv — Vvicuf

Demostracion: Supongamos U < V y sea Q € V'. Por definicién de (—)', existe P €
XL ') talque Q = Py P¢ V. Como U = V,de P ¢ V se sigue en particular que P ¢ U.
Por lo tanto, nuevamente por la definicién de (—)', se tiene Q = P° € U'. Asi obtenemos
VT < UT, como se queria. O

Lema 3.4.21. Sea ac Ly C € C((L7')°). Entonces
Cco,i(a) < op(a)<cCh

Demostracion: Probaremos ambas implicaciones
(=) Supongamos C < o1.-1(a). Sea P € o(a), esto es, a € P. Queremos ver que P € CT, es
decir, que P¢ ¢ C.

Si ocurriera P¢ € C, como C' < op-1(a), tendriamos a € P° lo que contradice a € P
(pues Py P¢ son disjuntos). Por tanto P°¢ ¢ C'y, por definicién de C', se sigue P € C1.
Como P € o1 (a) fue arbitrario, concluimos oy, (a) < C1.

(<) Supongamos ahora oy,(a) = C'y sea I € C. Por el Lema 1.5.21, existe un filtro primo
Pe X(L) tal que I = P°.

Sia ¢ I, entonces a € P, es decir P € oy(a). Por hipétesis, o1.(a) < C' implica P € C1,
esto es, P° ¢ C, es decir [ ¢ C, lo cual contradice I € C. Por lo tanto debe cumplirse a € I,
yasi/ € op-1(a). Como [ € C fue arbitrario, se concluye C < oy -1(a). O

Ademas, para cada filtro primo @) € X' (L) vale:
Lema 3.4.22. Sea C € C((L71)%) y Q € X(LL). Entonces
RQeCt! —= Q°ecC.
Demostracion: Recordemos que, por definicién de C7,
Cl={P:P¢C}={ReX(L): R°¢ C}.
En particular, para un filtro primo fijo € X (L),
RQeCl — Q°¢cC.
Tomando negaciones a ambos lados, obtenemos inmediatamente
Q¢CT — Q°eC,
como queriamos. ]

Ahora si estamos en condiciones de comenzar un desarrollo similar al de los tres
casos anteriores. Comenzaremos estudiando como el operador m? se define sobre un
cerrado C' € C((L™1)%). Para un operador normal de tipo (—1, 1), la extensién canénica

m? : UP(X(L™Y)) — UP(X(L))

viene dada por

m’(C)= ) {O—L(m(a)): C s O—Lfl(a)}.

UP(X(L))
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Para un punto P € X (LL) obtenemos:
Pem’(C) «— Yael (c Ciioni(a)= Pe U]L(m(a))>.
Usando el Lema 3.4.21, la condicion
C -1 op-1(a)

es equivalente a
op(a) <y, CT.

Por lo tanto:
Pem?(C) < Vael (oL(a) cL O = m(a) e P>

— YaeT(CN, m(a)e P (por definicién de I'(C'))
= I(C") <y, m™[P]
= I(CH Anm [P]°=@.

Aqui T'(CT) es el ideal asociado al abierto C':

I(CY ={aeL:oLla) =L CT}.
Esto motiva la siguiente definicion.

Definicion 3.4.23. Sea m : L' — L un operador normal de tipo (—1,1). Definimos la
multirrelacion inducida por m como

(P,C)e H,, <— T(CHnm'[P]°=02.

Ahora identificaremos esta multirrelaciéon con la relaciéon dual R,, introducida en el
Capitulo 2. Al ser m un operador de tipo (—1,1), (P,Q) € R,, < Q°< m '[P].

Lema 3.4.24. Sea m : L~' — L un operador normal de tipo (—1,1). Sea C € C((L71)%) y
P e X(L). Entonces son equivalentes:

1. (P,C) € H,,.
2. Existe ) € X(L) tal que
(PQ)eR, 'y Q¢C.

Demostracién: Recordemos que C' es un abierto de L’ y que, para todo abierto U y
todo filtro primo @ € X(LL), se cumple

QelU <= QnI'U) #02.

(1) = (2). Supongamos (P, () € H,,, esto es,
NCH Anm™[P]° = 2.

Como I'(CT) es un ideal de L y m~![P]¢ es un filtro de L, por el Teorema del Filtro Primo
existe un filtro primo @ € X' (L) tal que

mPIFcQ 'y QnI(Ch)=a
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De la inclusién m™~![P]¢ < @, al tomar complementos, se obtiene
Q° cm'[P],

lo que equivale a (P, Q) € R,, por la definicién de la relacién dual para el tipo (—1,1).
Por otra parte, de Q n I'(C") = & se deduce

Q¢Ch

ya que, si Q € CT, por la caracterizacién anterior tendriamos Q n I'(CY) # @, con-
tradiccion. Asi obtenemos un filtro primo @ con (P,Q)e R,, y Q ¢ C'.

(2) = (1). Supongamos ahora que existe @) € X' (L) tal que
(P.QeRn vy Q¢C"
De (P, Q) € R,, se sigue, por definicién de R,,, que
Q°<m'[P], esdecir m '[P]°c Q.
Como () ¢ CT, por la caracterizaciéon de pertenencia a abiertos, se tiene
QnI(CH=2.

Supongamos, hacia una contradiccién, que I'(CT) n m™![P]® # @. Entonces existe
a € T(CT) nm™1[P]c. Pero m~![P]° < Q implica a € Q, y ala vez a € ['(C"), con lo cual

ae@nI(Ch),
contradiciendo que Q n I'(CT) = @. Por lo tanto,
L(CYH nm™[P]° = @,
es decir, (P,C) € H,,. O

Veamos por ultimo que lo operadores m? y mpg,, coinciden sobre los clopens U de la
extension canénica de 7!, recordando que en este caso particular, mp, (U) = R,,}(U°).

Teorema 3.4.25. Sea m : L™! — L un operador normal de tipo (—1,1). Entonces, para
todo U clopen de la extensién candnica de L™ y todo P € X (L), se verifica

Pem’(U) <= Pemg, (U,

Demostracion: Recordemos que m? en el caso (—1,1) es determinada por la unién de
sus valores sobre los cerrados contenidos en U, es decir que

Pem?(U) «< 3C < U cerrado tal que P € m?(C).
Por la caracterizaciéon puntual obtenida para el caso (—1,1),
Pem’(C) < (P,C)e Hp,
donde H,, es la multirrelaciéon inducida por

(P,C) e H,, — T'(C"nm™'[P]°= 0.
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Aplicando el Lema 3.4.24, obtenemos:
(P,C)e H,, — Qe X(L)talque (P,Q)e R,y Q ¢ C".

Como U es cerrado y C < U, por el Lema 3.4.20 tenemos que U' < C', y por contrar-
reciproca, () ¢ C'' implica Q ¢ U'. Tomando C' = U se obtiene la equivalencia

3C cUcerradocon Q ¢ C' — Q¢ U'.
Sustituyendo:
Pem®(U) «— 3Qe X(L)talque (P,Q)e R,y Q¢ U".

Por el Lema 3.4.22,
Q¢UT «— Q°el,

y, equivalentemente,
(U ={QeX(L):Q cU}.

De este modo,
Pem’(U) « 3Qe (UN°con (P,Q) e R,,.

Pero esto significa exactamente
Pe RN (U)) = mg, (U,
pues mpg, (V) = R (V¢) para todo V < X(L). Se concluye asi
Pem°(U) <= Pemg, (U,
como se queria. O

En esta seccion hemos analizado, de manera exhaustiva, la relacion entre la ex-
tension candnica de los operadores normales y la correspondencia relacional que aparece
en la dualidad de Priestley para las clases BDL(i, j).

Para cada uno de los cuatro tipos posibles (i,j) € {—1,1}?, hemos mostrado que la
accién puntual del operador extendido m? (ya que en los cuatro casos vimos que m™ = m?)
puede describirse mediante una multirrelacién natural sobre el espacio de Priestley cor-
respondiente. Dicha multirrelacion, obtenida directamente de la definicion de la ex-
tension canoénica, coincide en todos los casos con la relacion dual R,, caracterizada ab-
stractamente en el Capitulo 2.

En otras palabras, la extension candnica recupera, de manera uniforme y transpar-
ente, la misma relacion R,, que determina el funtor dual

BDL(i,j) ~ PS(i. ;).

Esto establece una compatibilidad fundamental entre la teoria de extensiones candnicas
y la dualidad de Priestley con operadores, garantizando que ambos enfoques describen el
mismo comportamiento semantico de los operadores normales sobre reticulos distribu-
tivos. Este resultado completa el desarrollo del capitulo.



Capitulo 4

Aplicaciones

En los capitulos anteriores desarrollamos el marco teérico que articula, por un lado,
las categorias de reticulos distributivos acotados con operadores normales de tipo (i,j) y
sus correspondientes espacios de Priestley relacionales, y por otro, la extensiéon candnica
como mecanismo de completitud algebraica. En este capitulo mostraremos como estos
resultados se aplican a situaciones concretas, tanto en el plano categérico como en el
topolégico. Haremos uso principalmente de las dualidades presentadas en el Capitulo 3.

4.1 Aplicacion del isomorfismo BDL (i, j) =~ BDL(—i, —j)

En el Capitulo 3 se estableci6 que, para cada par (i, j) € {—1, 1}?, existe un isomorfismo
de categorias
(=)*: BDL(4,j) — BDL(—i,—j),

obtenido invirtiendo el orden subyacente del reticulo. Dicho isomorfismo refleja una
simetria fundamental: toda identidad algebraica que caracteriza a un operador de tipo
(i,7) tiene una contraparte exacta para un operador de tipo (—i, —j).

En esta seccion aplicaremos esta simetria al estudio de una familia particular de
reticulos con operador que resulta estable bajo dicha dualidad: las Algebras de Ockham.

4.1.1 Algebras de Ockham como objetos de BDL(1,—1) y BDL(—1,1)
Definicion 4.1.1. Una algebra de Ockham es una estructura
(L, f) = (L, v, A,0,1, f)
que satisface las siguientes condiciones:
1. L = (L, v, n,0,1) es un reticulo distributivo acotado.
2. El operador unario f: L — L cumple
fO) =1, flzvy)=flz) A fy),

y ademds

f)=0,  flzry)=flx)v fy)

Asi vemos que cada algebra de Ockham parece que puede verse como un reticulo
distributivo acotado con un operador normal de tipo (1,—1) y (—1,1) simultaneamente.
Esto lo desarrollaremos mas adelante.
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Proposicion 4.1.2. La clase de las dlgebras de Ockham, con los homomorfismos de
reticulos acotados que preservan el operador f, forma una categoria, cuya composicion
de flechas estd dada por la composicion usual de funciones y la flecha identidad estd
dada por la funcion identidad.

Demostracion. Dado que la composicion de flechas se define como la composicion usual
de funciones, bastara comprobar que la composiciéon de dos homomorfismos de algebras
de Ockham es nuevamente un homomorfismo de algebras de Ockham, y la identidad de
cada algebra de Ockham es un homomorfismo de algebras de Ockham. En efecto:

1. Composicion de morfismos.

Sean h: (Ly, fi) — (Lo, f2) ¥ g: (Lo, fo) — (L3, f3) homomorfismos de algebras de
Ockham.

— Como h y g son homomorfismos de reticulos acotados, su composicién g o h
también lo es.

— Ademas, para todo a € L:

(g0 h)(fila)) = g(h(fi(a))) = g(f2(h(a))) = fs(g(h(a))) = f3((g © h)(a)).
Por tanto, g o h conmuta con los operadores.
Asi, g o h es un homomorfismo de algebras de Ockham.

2. Identidad.

Sea (L, f) un algebra de Ockham y definamos la funcién

Id,: L — L,
Idz(a) = a.

(a) Homomorfismo de reticulos. Para todo a,b € L,

Idp(avb)=avb=1d.(a) v IdL(b),
Idp(anb)=anb=1d.(a) A 1d.(D),
Id.(0) = 0, Id,(1) = 1.

(b) Conmutatividad con el operador. Para todo a € L,
14, (f(a)) = f(a) = f(1d;(a)).

(c) Ley de identidad. Sea h: (Ly, fi) — (La, f2) un homomorfismo de algebras de
Ockham. Entonces
holdr, =h, Id;, oh = h.

De (a), (b) y (c) se concluye que para cada objeto (L, f) la flecha
Id(]L’f) = IdL
es la flecha identidad.

De (1) y (2) se concluye que las algebras de Ockham, con los homomorfismos que conmu-
tan con su operador, forman efectivamente una categoria que nombraremos Ockham. [
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Hemos mencionado que las algebras de Ockham pueden interpretarse, indistinta-
mente, como objetos de BDL(1,—1) o de BDL(—1, 1), dependiendo de qué par de leyes se
enfatice. Esto sugiere que la categoria Ockham se encuentra naturalmente “entre” ambas
categorias, compartiendo su estructura basica pero afiadiendo las dos condiciones duales
de manera simultanea. Con el fin de formalizar esta idea, introducimos a continuacion
los funtores de inclusién que expresan de manera precisa como Ockham se encuentra en
BDL(1,—1) y BDL(—1,1).

4.1.2 Los funtores de inclusion y su relacion

Comenzaremos definiendo los pares de asignaciones
I: Ockham — BDL(1,—1),  J: Ockham —> BDL(—1, 1),

que permitiran la inmersién de la categoria Ockham en BDL(1,—1) y BDL(—1,1).
Sobre Objetos:

* Dado (L, f) un algebra de Ockham, definimos
L, f) =L, f)  JIL f) = (L, f)

Es decir, cada algebra de Ockham es vista como un mismo reticulo con operador,
interpretado bajo las leyes de tipo (1,—1) o (—1, 1) respectivamente.

Sobre Flechas:

* Dado un morfismo h: (Ly, fi) — (Lo, fo) en Ockham (homomorfismo de reticulos
acotados tal que ho f; = f, o h), definimos

I(h)=h,  J(h)=h.

La accion sobre flechas coincide con la funciéon subyacente, pues las condiciones de
homomorfismo son idénticas en las tres categorias.

Lema 4.1.3. Las asignaciones anteriores determinan funtores covariantes

I: Ockham — BDL(1,—1) y J: Ockham — BDL(—1,1),
Ockham
/ \

— » BDL(—1,1)

BDL(1,—1)
Demostracion. Verifiquemos las propiedades funtoriales para I; el caso de J es analogo.

1. Buena definicién sobre objetos.

Si (L, f) es un algebra de Ockham, por definicién L es un reticulo distributivo
acotado y f cumple simultaneamente las leyes

fFO) =1, flxvy) = fl)n fly),  F1)=0, flzry) = flz)v fy)

En particular, la primera pareja de ecuaciones muestra que (L, f) es un (1, —1)-
reticulo, por lo que I(L, f) esta bien definido como objeto de BDL(1, —1). Analogamente,
la segunda pareja asegura que J(L, f) es un objeto de BDL(—1, 1).
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2. Buena definiciéon sobre flechas.

Sea h: (Ly, fi) — (La, f2) un morfismo en Ockham. Como i es homomorfismo de
reticulos acotados que conmuta con f, también es un homomorfismo en BDL(1, —1)
y en BDL(—1, 1). Por tanto, I(h) y J(h) estan bien definidos.

. Preservacion de la identidad.

Para toda algebra de Ockham (L, f),

I(Idw.p)) = 1dw s = Idrw.p), J(Idw,5)) = Id s p)-

. Preservacion de la composicion.

Sih: (L, f1) = (Le, f2) y g: (Lo, f2) — (L3, f3) son morfismos en Ockham, entonces

I(goh)=goh=1(g)oI(h), J(goh)=goh=J(g)o J(h).

Por tanto, I y J son funtores covariantes. O

Lema 4.1.4. Ockham es una subcategoria plena de BDL(1,—1) y de BDL(—1, 1).

Demostracion. Se sigue de que [ y J actiian como la identidad sobre morfismos. H

Las inclusiones anteriores permiten describir la posicion de Ockham respecto de las

categorias BDL(1,—1) y BDL(—1,1). No obstante, el isomorfismo de categorias (—)* definido
en el Capitulo 3, actiia sobre ambas categorias y, por tanto, deberia tener un efecto pre-
visible sobre los objetos de Ockham. El siguiente resultado va mas alla y muestra que
el isomorfismo de categorias (—)* definido en el Capitulo 3 preserva exactamente la cat-
egoria de las algebras de Ockham, lo que explica por qué éstas pueden considerarse
“estables” bajo el isomorfismo (—)*.

Teorema 4.1.5. Sea (—)*: BDL(1,—1) — BDL(—1, 1) el isomorfismo de categorias definido
en el Capitulo 3. Entonces (—)* preserva la subcategoria de las dlgebras de Ockham, es

decir,

(Ockham)* = Ockham.

Demostracion. Recordemos la accion de (—)*:

* Sobre objetos: (L,m) — (L™, m*) con m* = m.

* Sobre flechas: h — h (misma funcién subyacente).

1. (—)* envia objetos Ockham a objetos Ockham.

Sea (L, f) un objeto de Ockham. Por definicién, f satisface simultdneamente
f0)=1,  flzvy) = fl2) A fy),

y

f) =0, flenry)=fz)v fy)
Al aplicar (—)* obtenemos el objeto (L', f*) = (L™', f) en BDL(—1,1) y se verifica,
para todo a,b € L,

PO = M) =08 =1 favt D) = flanth) = Fla)vEFB) = fla) A (D),
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y
FOET) = fO9) =15 =057 f@n ) = flavth) = fa) AR F() = fla)vETf ()

Es decir, (L™', f) vuelve a satisfacer ambas familias de ecuaciones de Ockham. Por
consiguiente, la imagen de cualquier objeto de Ockham por (—)* es nuevamente un
objeto de Ockham.

2. (—)* envia morfismos Ockham a morfismos Ockham.

Sea h : (Ly, fi) — (Lo, f) un morfismo en Ockham; por definicién, i es homomor-
fismo de reticulos acotados y h o fi = f, o h. La imagen por (—)* es la misma
funcién h, ahora vista entre (L', f;) y (Ly"', f2). Como h preserva v, A,0,1 en
L., Ly, preserva también v, A,0,1 en los 6rdenes invertidos, y la conmutatividad
con el operador se conserva:

ho fi = faoh.
Luego h es un morfismo entre objetos Ockham en la imagen.

3. Equivalencia sobre Ockham.

Por el mismo argumento de los Pasos 1 y 2 aplicado a (—), (definido también en el
Capitulo 3), éste también se puede restringir a un funtor Ockham — Ockham. Las
identidades naturales de la equivalencia se restringen asimismo, de modo que

(—)* : Ockham — Ockham (=)« : Ockham — Ockham
y por lo tanto (—)* es una equivalencia.

]

El resultado anterior establece que las algebras de Ockham permanecen invariantes
bajo la equivalencia (—)*. Sin embargo, esta estabilidad no se extiende a toda la cate-
goria BDL(1, —1), ya que existen reticulos con operador que satisfacen tinicamente una de
las dos familias de ecuaciones. El siguiente ejemplo ilustra precisamente este fenémeno,
mostrando un objeto de BDL(1, —1) que no pertenece a Ockham ni es isomorfo a ninguno
de sus objetos.

Ejemplo 6. Sea L = ({0 < 1}, v, A,0,1) el reticulo booleano de dos elementos y definase
m: L — L por
m(0) = 1, m(1) = 1.

Entonces (LL,m) es un objeto de la categoria BDL(1,—1) pero (L, m) no de la categoria
Ockham, y no es isomorfo a ninguna dlgebra de Ockham.

Demostracion. Analicemos parte por parte.
1. (L,m) esun (1, —1)-reticulo.
Claramente m(0) = 1. Ademas, para cualesquiera a,b € L, se tiene
m(avb)=1 y m(a) Am(b) =1A1=1,
luego m(a v b) = m(a) A m(b). Por tanto m es de tipo (1, —1).

2. (L,m) no es un algebra de Ockham.

En una algebra de Ockham debe valer, ademas, f(1) =0y f(z A y) = f(z) v f(y).
En nuestro caso m(1) = 1 # 0, por lo que falla la primera ecuacién.
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3. No es isomorfo a ninguna algebra de Ockham.

Sea (C, f) un algebra de Ockham y supongamos que existe un isomorfismo de
algebras con operador

p: (L,m) — (C, f).
Como L es el unico reticulo distributivo acotado de dos elementos, necesariamente
C es también de dos elementos y ¢ es un isomorfismo de reticulos acotados. Todo
automorfismo de un reticulo acotado preserva 0 y 1, de donde en el caso de dos
elementos ¢ = Id. La compatibilidad con el operador exige entonces

f=¢pomop ™t =m,

pero esto es imposible porque en toda algebra de Ockham de dos elementos se tiene
f(1) = 0, mientras que m(1) = 1. Concluimos que (L,m) no es isomorfo a ninguna
algebra de Ockham.

]

Observacion 4.1.6. El ejemplo muestra que la inclusion I: Ockham — BDL(1,—1) es
propia. Se puede plantear un contrajemplo andlogo para mostrar lo mismo de la in-
clusion J: Ockham — BDL(—1,1).

El analisis precedente muestra que las algebras de Ockham constituyen el punto
de equilibrio entre las categorias BDL(1,—1) y BDL(—1,1). Ambas categorias resultan
equivalentes por el funtor (—)*, y Ockham aparece como su subcategoria plena comun,
estable bajo dicha equivalencia. De este modo, la simetria (i,j) < (—i,—j) encuentra
en Ockham su expresion mas exacta: el lugar donde ambas leyes, duales entre si, se
satisfacen simultaneamente.

4.2 Aplicacion de la dualidad de Priestley BDL(1,1) =
PS(1, 1)

La dualidad de Priestley estudiada en el Capitulo 2 permite interpretar operadores alge-
braicos de tipo (1, 1) como relaciones binarias sobre el espacio de Priestley asociado. Esto
nos proporciona una traduccién entre ecuaciones algebraicas y propiedades topolégicas.
En esta seccion estudiaremos estas correspondencias en detalle, mostrando como las
propiedades algebraicas de un operador m se reflejan en condiciones topologicas de la
relacion R,, en el espacio dual.

4.2.1 El marco de la correspondencia dual

Sea (L, m) un (1, 1)-reticulo distributivo acotado y (X (L), 7, <, R,,) su espacio de Priest-
ley asociado. Por construccion, la relacién R, € X (L) x X(L) se define por

(P,Q) e R,, siysblosi Q< m '[P],
y cumple, por el Lema 2.3.2, que para todo conjunto clopen creciente U < X
or(m(a)) = R, (ow(a)),  m,(U) ={re X : R, (x) € U},

donde oy, : L — D(X(LL)) es el isomorfismo ya trabajado.
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4.2.2 Algunas correspondencias relacionales

A continuacién presentamos, una a una, las principales equivalencias entre propiedades
algebraicas del operador m y propiedades topolégicas de la relacién R,,. En cada caso se
ofrece la traduccién y su demostracion formal.

Las dos primeras propiedades que presentaremos son satisfechas por todo operador
normal de tipo (1, 1), mientras que las siguientes son propiedades adicionales que pueden
o no verificarse, y cuya interpretacion dual resulta especialmente significativa.

Proposicion 4.2.1 (Preservacion de uniones finitas). Sea (L, m) un (1,1)-reticuloy R,
su relacién dual. Entonces

m(avb)=m(a)vm) <= RNUUV)=R1U)uR,! V)

para todo par U,V € D(X(LL)). Es decir, la preservacién de uniones finitas por m equivale
a que R.'[-] preserve uniones de clopens crecientes, o lo que es lo mismo, R,, es una
relacion clopen.

Demostracion: Probaremos las dos implicaciones.

* (=) Sim(a v b) = m(a) v m), aplicando oy, y la igualdad op(m(x)) = R, op(x)]
obtenemos:
R MNow(a v b)) =on(m(a v b)) =op(m(a ) v m(b))
— ou(m(a)) U o (m(b)) = Ryt (ou(a)) U Ry (ou(b)).

Dado que o.(a v b) = o(a) U op(b), la igualdad vale para U = or(a) y V = oL ().

* (<) Reciprocamente, si R,)!(U u V) = R, 1(U) u R,}(V) para todos los clopens cre-
cientes U, V, tomando U = O']L( Yy V = aL(b) se sigue:

on(m(a v b)) = R, (ou(a v b)) = R, (on(a)) v R, ! (o1(b)) = on(m(a) v m(b)).
Puesto que oy, es un isomorfismo, m(a v b) = m(a) v m(b).

]

Proposicion 4.2.2 (Caso m(0) = 0). Sea (L, m) un (1,1)-reticuloy R,, su relacién dual.
Entonces

m(0) =0 <= R (D) =0a.

Es decir, la condicion m(0) = 0 significa que R, no tiene preimdgenes vacias.

Demostracion. Como o,(0) = &, se tiene o1,(m(0)) = R, ' (o1.(0)) = R, (). Sim(0) =0,

la imagen es vacia, y viceversa. Por la inyectividad de oy, las condiciones son equiva-
lentes. O

Proposicion 4.2.3 (Idempotencia). Sea (L, m) un (1,1)-reticulo y R, su relacién dual.
Entonces
m(m(a)) = m(a) <= (RnoR,) ' =R

donde R,, o R,, = {(P,R) : 3Q (P,Q) € R, (Q,R) € R,,}. Es decir que la idempotencia
algebraica se traduce en que el operador R, es idempotente.

Demostracion: Probaremos las dos implicaciones.
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* (=) Sim(m(a)) = m(a) para todo a, aplicando oy, se obtiene
RN (R, (ou(a)) = oL(m(m(a))) = ov(m(a)) = R,! (oL(a)).

Como los conjuntos de la forma oy (a) generan D(X (L)), se tiene la igualdad de
operadores (R, o R,,)"! = R_! sobre todo D(X(L)).

* («)Si(R,oR,) ' =R, entonces para todo a € L
or(m(m(a))) = (Rm © Rm) ™ (or(a)) = R, (o1(a)) = oL(m(a)).
Puesto que oy, es un isomorfismo se concluye m(m(a)) = m(a).

]

Proposicion 4.2.4 (Extensividad). Sea (L, m) un (1,1)-reticulo distributivo acotado y
R,, su relacion dual. Entonces

a<m(a) < (YPeX(L))(P,P)e Ry,

Es decir, la extensividad algebraica a < m(a) se corresponde con la reflexividad de la
relacion dual R,,.

Demostracion: Probaremos las dos implicaciones.

* (=) Supongamos a < m(a) para todo a € .. Sea P € X(L). Queremos ver que
(P,P) € R,,, es decir, P < m '[P]. Si a € P, entonces a < m(a) implica m(a) € P
(porque P es filtro primo). Por tanto a € m~![P], y de aqui P < m~![P].

* (<) Supongamos que R,, es reflexiva, es decir, (P, P) € R, para todo P € X(L).
Entonces P = m™!'[P] para todo P. Si existiera a con a < m(a), habria un filtro
primo P con a € Py m(a) ¢ P, contradiciendo la inclusién anterior. Por tanto
a < m(a) para todo a.

O

Las equivalencias obtenidas resumen el modo en que las identidades algebraicas de
un operador (1, 1) se reflejan en propiedades topoldgicas de su relacion dual. Es asi como
la dualidad de Priestley hace visible la estructura subyacente a los operadores normales.
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